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دا نام
ِقْ. ْخا ا ُ َشْ َمْ وق َخ ْ ا ُ شَْ َمْ و

قطره ای اندیشه، ران بی دریای در را ش کوچ بنده که است خداوندی آن از ستایش و سپاس نخستین
در که اکنون لذا نشیند. تماشا به بزرگ آموزگاران ناب اندیشه های دریچه از را آن وسعت تا ساخت
سپاس مراتب تا م دانم لازم خود بر است، رسیده انجام به حاضر پایان نامه بنده نوازی هایش سایه سار

نم رسید. انجام به پایان نامه این هرگز نبود، رشان یاری دست اگر که آورم به جا بزرگواران از را
سعيـــــد دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد دریغ بی زحمات از م دانم خود وظیفه ی آغاز در
ارزنده ی راهنمایی های بدون قطعاً که نمایم قدردان و ر تش صمیمانه پـــــورمهــــر، صالحـــــ

نم رسید. انجام به مجموعه این ایشان
آماده در و فرمودند تقبل را رساله این مشاوره ی و مطالعه زحمات که حومئ دکترهژیر آقای جناب از

دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن نحو به رساله این سازی
صرف و دقت نهایت با را رساله این داوری که عيـــــوضلــــــو جعفـــــرصــــادق دکتر آقای جناب از

م نمایم. ر تش دادند، انجام زیاد وقت
از همچنين و نمودند اينجانب به شايان کم رساله اين تدوين در که کریم دکتر آقاى جناب از
دبیران ازکلیه دارم. را ر تش و قدردان کمال سراج آقای بخصوص تحصیلم دوران دوستان تمام
نیز و محض ریاض مدیرگروه رنجبــــــرى اصغــــــر دکتر بخصوص گرام اساتید تحصیلم، دوران
تحصیلات مدت در که تبریز اه دانش تکمیل تحصیلات و ریاض علوم ده ی دانش محترم کارکنان

م نمایم. ر تش شده اند، متحمل را فراوان زحمات اینجانب اه دانش
واندرز‐ کردند تحمل مرا تحصیل سال های رنج صبورانه که م زنم عزیزم ومادر پدر دستان بر بوسه

ه. انشاال بود خواهد و بوده راهم روشنگر همیشه های شان
و شد سپری که بود سخت لحظه های التیام بخش وجودش که مهربانم همسر از سپاس و سپاس و

کرد. یاری راه این در مرا عاشقانه
زاری سپاس بوده اند، من مشوق و یار همواره مراحل تمام در که خانواده ام اعضای کلیه از پایان در

م کنم.

و غان دل آراء ی و
۱۳۹۴ تان

سه
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حساب. اثبات پذیری، یابلو، پارادکس ا‐سازگاری، اُم گودل، ناتمامیت واژه ها: کلید

یده چ

ریاض دانان فیلسوفان، بررس و نقد مورد اخیراً که است مباحث چالش برانگیزترین از یابلو پارادکس
از بی پایان سری ی معرف با پارادوکس این در است. گرفته قرار کامپیوتر علوم دانشمندان حت و
از ظاهراً م شود، نتیجه تناقض جمله بی نهایت این وجود از ول نیستند، خود‐متناقض که جملات
درست Yn ،n هر برای که طوری به یرید ب نظر در را {Yn}n جملات م گردد. دوری تسلسل و دور
یابلو دنباله از جمله هر حقیقت در باشد. نادرست Ym جمله ،m > n هر برای اگر تنها و اگر است
از دنباله ای چنین وجود که دید م توان نادرستند. هم او از پس جملات تمام که م کند بیان

م شود. منجر تناقض به جملات
دارد نکته این به اشاره م کند، ثابت را ناتمامیت قضیه که جایی خود، اصل مقاله در گودل کورت
برهان های اخیراً جست. بهره ری دی معنایی پارادکس های از م توان دروغگو پارادکس جای به که
جمله از مختلف پارادکس های براساس گودل ناتمامیت دوم و اول قضایای برای زیبایی و متفاوت
و [١۶] مراجع براساس که پایان نامه این در شده اند. ارایه ناگهان آزمون پارادکس و بری پارادکس
گودل ناتمامیت قضیه با است) دوری غیر ظاهراً (که یابلو پارادکس محتمل رابطه شده، تنظیم [۵]
م گردند. معرف یابلو پارادکس براساس گودل ناتمامیت قضیه برای برهان هایی و م شود، بررس
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مقدمـه

یا و هستند دوری (یا هستند خودارجاع پارادکس ها همه که عموم باور این رد منظور به یابلو

م رسد نظر به که نمود ارایه ١٩٩٣ سال در را خود پارادکس م کنند)، استفاده قطری سازی از

تحقیقات بعد به زمان آن از است. مشهور یابلو» «پارادکس نام به پارادکس این نیست. خودارجاع

و شده انجام پارادکس این نبودن یا بودن خودارجاع مورد در فیلسوفان و منطق دانان توسط زیادی

بسیاری مقالات و بوده اند درگیر موضوع این با سال ها این این در زمینه ها این محققان از بسیاری

خودارجاع بر اصرار و نموده یابلو ایده از دفاع به آنها از برخ است. شده نوشته زمینه این در

بودن خودارجاع بر اصرار و یابلو ایده رد به ر دی برخ مقابل، در دارند. پارادکس این نبودن

برانگیزترین چالش یابلو پارادکس که گفت م توان جرأت به که گونه ای به وزیده اند پارادکس این

پارادکس بررس به مفصل صورت به ما پایان نامه، این در م باشد. و بوده اخیر دهه دو در پارادکس

پرداخت. خواهیم ناتمامیت پدیده با پارادکس این ارتباط همچنین و آن مختلف صورتبندی های یابلو،

حساب جملات مورد در قضیه چند است، شده تنظیم [١۶] مرجع براساس که دوم فصل در

به گودل اول قضیه تصمیم ناپذیر جمله که همان گونه تقریباً هستند، یابلو پارادوکس به مربوط که

گودل، اسم نمادی است که شامل آنها از کدام هر شد. خواهند معرف بود، مربوط دروغگو پارادوکس

و م شود، شناخته ارجاع خود جمله ای عنوان به معمولا که م دهد نمایش را هنکین یا یروسلو،

از زنجیره ای عنوان به طبیع طور به م توانند که م شوند تفکی جملات از دنباله ای صورت به

شوند. قلمداد ناخوش ساخت ارجاعات

معرفت «پارادوکس هر اینکه بر مبن [١٢] گودل ادعای از آنها که چون اولا هستند، جالب نتایج این

٣



۴ مقدمه

این که دوم، و م کنند. حمایت شود، رهنمون ریاض ناتمامیت از نوع به را ما م تواند « شناخت

رفتار و یروسلو) و هنکین (گودل، بالا در شده معرف حسابی جملات رفتار بین قوی پیوندی آنها

عدم صورت در م دهند. نشان را شد، خواهند بررس فصل این در که آنها بازشده) (قسمت های

حالت های به م تواند که م کند پیشنهاد را ویی ال یا طرح ی تناظر این نقض، مثال ی وجود

بررس این که باشد، بیشتر بررس برای نامزدی ی م تواند خودش حت یا یابد، تعمیم نیز ر دی

باشد. منطق بازشده ی مفهوم از سازی صوری ی شامل باید

کرده سازی صوری را یابلو دنباله شده اند، تنظیم [۵] مرجع براساس که چهارم و سوم فصل در

کنیم استفاده «اثبات پذیری» از «صدق» ر عمل جای به یابلو پارادکس در هرگاه که م کنیم بررس و

ساخته م توانند جملات از مناسبی دنباله های قطری سازی، روش از استفاده با م افتد؟ اتفاق چه

نیستند. تصمیم پذیر سازگار، و قوی اندازه کاف به نظریه هیچ توسط دنباله ها این حقیقت در شوند.

شرایط اثبات پذیری، محمول هرگاه م کنیم. بررس را یابلو دنباله سازی گودل موضوع همچنین،

گودل جمله با و سازگاری جمله با اثبات پذیر به طور جمله ای چنین هر کند، ارضا را اثبات پذیری

همین هستند. معادل اثبات پذیر به طور ر دی ی با جملات این گونه دو هر بنابراین بود. خواهد معادل

است. برقرار یابلو پارادکس در حسابی سازی وجود برای مطلب



١ فصل

مقدمات مفاهیم و پژوهش پیشینه

۵



۶ مقدمات مفاهیم و پژوهش پیشینه .١ فصل

پارادکس ١ . ١

درست ظاهر به که استدلال با م نمایند پذیرفتن ظاهر به که مقدمه هایی از که است این پارادکس

قبیل از معادل هایی پارادکس ترجمه در مترجمان البته .[٢۶] آید به دست ناپذیرفتن نتیجه ای م نماید

زین جای را ... تنازع، ناسازه، تضاد، اقوال، در تعارض خارق اجماع، معما، باطل نما، تناقض نما،

به شاید نم کنند. بیان را پارادکس دقیق معنای آنها از ی هیچ  که م رسد نظر به اما نموده اند.

بیاورند. فارس زبان در ترجمه بدون را آن خود م دهند ترجیح مترجمان برخ که است خاطر همین

قبول قابل غیر جمله ی ی آوردن به دست از عبارت است پارادکس کردیم، ذکر بالا در که همان گونه

یا م شود سع پارادکس حل برای نیز، دلیل همین به معتبر. استنتاج قواعد و مقبول مقدمات از

تنها و پذیرفته را نتیجه این که یا و کرده وارد خدشه استنتاج قواعد اعتبار در یا و مقدمات صدق در

این به را پارادکس م توان ر، دی عبارت به م نماید. جلوه قبول قابل غیر چرا که شود داده توضیح

نظر به (آنچه ماست شهود و انتظار خلاف یا باور نکردن تناقض آمیز، آنچه نمود: تعریف صورت

و م رسد غلط نظر به یا است، درست ول م رسد نظر به غلط است، غلط ول م رسد درست

.[٢۵] م شود خوانده باطل نما یا پارادکس است) غلط واقعاً

« واقع «ریاضیات جزو که این یا ندارند، ربط ریاضیات به پارادکس ها که کنیم فکر است ن مم

عده ی ه بل نیست چنین تنها نه اما نیستند، مفید دلیل همین به و شعبده اند و حقه اساساً یا نیستند.

برای انگیزه ایجاد در تاریخ نظر از که م آورند حساب به ریاضیات از بخش را آن ها زیادی،

زبان قوانین وضع و دقت افزایش استدلال، شیوه های تعمیم بینش، تعمیق دانش، مرزهای گسترش

تا ١٧ قرن های در حسابان تکامل در زِنون پارادکس های مثلا داشته اند. رف ش تأثیر جدید شناخت

تدقیق در راسل و کانتور ، فورت و بورال پارادکس های مانند مجموعه ها نظریه پارادکس های ،١٩

در گودل ناتمامیت قضیه ی برهان طرح در دروغگو پارادکس کانتور، مجموعه های (شهودی) نظریه

کاف قدر به صوری دستگاه ی درون در نیست» شدن اثبات جمله «این م گوید (که بیستم قرن

هستند، تناقض متضمن که پارادکس ها بعض داشتند. به سزایی نقش نیست)، شدن اثبات بزرگ

م دانیم نپذیریم. را تناقض چرا که م کنند نزدی ذهن به را ایده این حت و م رسند نظر به صادق

نتیجه را چیزی هر تناقض ،(¬A ∧ A) ⇒ B معتبر استنتاج استناد به کلاسی ریاضیات در که
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آن در که دارد وجود پیراسازگار١ منطق نوع واقع در نهاد؟ گردن مطلب این به باید چرا اما م دهد.

نتیجه چیزی هر تناقض از که نیست چنین ، کلاسی ریاضیات خلاف بر و است پذیرفتن تناقض

شود.

م توان مثال طور به شده اند. گرفته کار به پارادکس ها رجوع و رفع برای متفاوت ابزارهای

روی که ... و دوم نوع اول، نوع نام های با مختلف لایه های به جملات تفکی برای فرا زبان از

پارادکس مورد در مثلا که کاری کرد، استفاده م شوند تعیین مستقل به طور نادرست و درست آن ها

تقسیم با ٣ تارس مثال برای است. شدن انجام است» دروغ م گویم «آن چه م دارد بیان دروغگو٢

مورد در که فرازبان و م کند صحبت زبان به نامربوط اشیا مورد در که موضوع زبان لایه دو به زبان

عبارت است»، دروغ م گویم «آن چه م گویم وقت که م کند استدلال م راند، سخن موضوع زبان

ساختار نظر از لذا و است رفته کار به موضوع لایه در است فرازبان به متعلق که است»، «دروغ

حل برای م شود، ظاهر علم) (و ریاضیات در پارادکس که بار هر حال، این با دارد. ال اش منطق

وضع مناسب شناخت زبان قوانین یا کنیم تصحیح یا بخشیم بهبود داریم آنچه از را خود فهم باید آن

نظر به کاف آن ها گرفتن جدی و ریاضیات کالبد در پارادکس ها دادن قرار برای دلیل، این و کنیم

پارادکس ها م باشد. سمینار این گنجایش از فراتر بسیار پارادکس ها تاریخچه ی و تنوع البته م رسد.

، ریاض فلسفه، منطق، در جمله از گردیده اند حادث تاریخ طول در علوم از وسیع طیف بستر در

و تاریخ پارادکس چند بیان به صرفاً ما مختصر این در . شیم در حت و فیزی اقتصاد، هندسه،

م پردازیم. مهم

١Parconsistent
٢Liar Paradox
٣A. Tarski
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ر آرایش پارادکس ١ . ١ . ١

هستند. مفهوم ی دارای اغلب که است، گردیده مطرح مختلف ل ش چند به ر۴ آرایش پارادکس

پشت در که سیسیل از افتاده دور ده ای ده در گویند است: صورت این به آن عموم تر ل ش

ریش فقط ده ده ساکنان از که هست ر ی آرایش است شده پنهان کشیده فل به سر کوه های

ر آرایش این تکلیف که است این  سوال حال نم تراشند. را خود ریش خود که م تراشد را کسان

ریش خودش م کنیم فرض نم تراشد؟ یا م تراشد خود را خود ریش چیست؟ خودش ریش با

که تعریف بنابر اما م تراشند را خودشان ریش خودشان که است کسان از پس بتراشد. را خودش

فرض حالا بتراشد، را خود ریش نباید پس نم تراشد. را کسان چنین ریش او کردیم ر آرایش این از

خودش ریش که است کسان از چون تعریف به بنا پس نم تراشد. را خودش ریش خودش م کنیم

ریش بتراشد را خود ریش اگر است. غریبی وضع بتراشد. را خود ریش باید پس نم تراشند. را

ریش ر آرایش این اصطلاح به م تراشد. را خود ریش نتراشد را خود ریش اگر و نم تراشد را خود

تناقض این ونه چ است. تناقض ی این و نتراشد. را خود ریش اگر تنها و اگر م تراشد را خود

شد؟ ایجاد

روانشناخت نکته . منطق ری دی و روانشناخت ی است: مندرج نکته دو پارادکس این در

نکته م کنند. باور را آن بسیاری وییم ب جزییات و تفصیل و شرح با را دروغ اگر که است این

وقت دلیل همین به باشد. تعریف آن مصداق که آفرید شیئ نم توان تعریف صرف به این که منطق

اول م کنند: ثابت هم را مطلب دو تعریف از پس م کنند مجموعه ای یا عددی از تعریف منطق دانان

م کنیم ملاحظه است. بفرد منحصر موجود چیز آن این که دوم دارد، وجود تعریف این با چیزی این که

چنین گوینده ادعای به بنا که م کنیم فرض ابتدا دارد. ساده ای حل راه سیسیل ر آرایش پارادکس که

ری آرایش چنین که م گیریم نتیجه و م رسیم تناقض به فرض این از سپس دارد. وجود ری آرایش

داریم: مقدمه دو پارادکس این در خلاصه طور به است. خلف برهان روش همان این ندارد. وجود

۴Barber Paradox
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دارد. وجود سیسیل ده ده در ری آرایش .١

نم تراشند. را خود ریش که م تراشد را کسان آن همه ی ریش تنها ر آرایش این .٢

که: م گیریم نتیجه مقدمه دو این از

نم تراشد. را خود ریش و م تراشد را خود ریش ر آرایش این .٣

وییم: ب و کنیم رانقض «٢ و ١» مقدمه ی که است این نهایی نتیجه و است تناقض «٣»

ندارد. وجود سیسیل ده ده در ری آرایش چنین .۴

پارادکس برخلاف مقدمه ها، یعن م آید. وجود به استدلال نادرست دلیل به پارادکس گاه

دمورگان که است استدلال گونه، این از نمونه ای دارد. ایراد استدلال اما ندارند ایرادی ر، آرایش

کنید: فرض . ([٢۶] (مرجع است آورده «2 = 1» اثبات برای

x = 1 (١

م کنیم: ضرب x در را فوق معادله طرف دو حال

x2 = x (٢

م کنیم: کم را 1 عدد طرف دو هر از حال

x2 − 1 = x− 1 (٣

که: م دانیم

x2 − 1 = (x+ 1)(x− 1) (۴

داریم: (٣) رابطه در (۴) رابطه ذاری جای با

(x+ 1)(x− 1) = x− 1 (۵

م کنیم: تقسیم x− 1 بر را طرفین اکنون

x+ 1 = 1 (۶

م دهیم: قرار را «1» عدد جای به (۶) در .x = 1 که م دانیم (١) از ما

2 = 1 (٧

ایرادی اگر بنابراین است. یافته پایان «٧» به و شده شروع «٢» از استدلال کجاست؟ در کار ایراد

در .«x − 1 = 0» پس ،«x = 1» ،«١» بنابر است. استدلال مراحل همین از ی در باشد کار در
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همان این و داده ایم انجام را صفر بر معادله طرفین تقسیم یعن ،«x−1» بر طرفین تقسیم «۶» مرحله

نموده ایم. مبهم و کشانده بینهایت به را کار صفر بر تقسیم با واقع در نیست. مجاز که است کاری

نیست. درست حقیقت در اما م نماید، درست ظاهر به که است استدلال از نمونه ی این

بِری پارادکس ١ . ١ . ٢

جِ جِ آقای به منتسب شد، بیان راسل برتراند توسط ١٩٠۶ سال در بار اولین که بری۵ پارادکس

از کمتر در که صحیح عدد ترین «کوچ عبارت م باشد. کسفورد، آ اه دانش کتاب دار بِری۶،

عدد ترین کوچ بنابراین م باشد. کلمه ١٢ از ل متش توصیف نیست» توصیف قابل کلمه سیزده

عبارت زیرا شد، توصیف کلمه ١٣ از کمتر در نیست توصیف قابل کلمه ١٣ از کمتر در که صحیح

عبارت های تعداد پس شده اند فرض متناه کلمات تعداد چون است. کلمه ١٢ دارای شده بیان

عبارت ها این از استفاده با که صحیح اعداد تعداد این رو از و هستند متناه کلمه ١٣ از ل متش

پس است نامتناه صحیح اعداد تعداد چون است. متناه کبوتری٧ لانه اصل بنابر م شود، توصیف

نخواهد توصیف قابل کلمه ای ١٣ عبارت های از استفاده با که داشت خواهد وجود صحیح عدد

با نیستند». کلمه ١٣ از کمتر در توصیف «قابل که داشت خواهند وجود صحیح اعداد یعن بود،

م کنند، ارضا را فوق خاصیت که دارند وجود صحیح اعداد اگر ترتیبی٨، خوش اصل از استفاده

کوچ ترین بنابراین دارد. وجود م کند ارضا را مذکور خاصیت که صحیح عدد کوچ ترین پس

م کند. ارضا را کلمه» ١٣ از کمتر در نبودن توصیف «قابل خاصیت که دارد وجود صحیح عدد

پس است، کلمه ١٢ شامل مذکور عبارت م شود. تعریف مذکور عبارت با صحیح اعداد این یعن

کوچ ترین و دارد کلمه ١٣ از کمتر م شود توصیف فوق عبارت از استفاده با که صحیح عد

تعریف فوق عبارت با و نیست باشد، توصیف قابل غیر کلمه ١٣ از کمتر در که صحیح عدد

وجود بایست م شود توصیف فوق عبارت با که صحیح عدد است: پارادکس ی این نم شود.

۵Berry’s Paradox
۶G. G. Berry
٧Pigeanhole Principle
٨Well Ordering Principle
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توصیف آن که صحیح عدد هر (یعن است ٩ خودمتناقض مذکور عبارت چون اما باشد، داشته

نم شود. توصیف آن با صحیح عدد هیچ است)، کلمه ١٣ از کمتر در توصیف قابل م کند،

«توصیف پذیر»، مانند کلمات در سیستم ابهام خاطر به گردید بیان که صورت هایی به بری پارادکس

منجر نوع این از کلمات است. گردیده ایجاد ... و ذاری» نام «قابل «ارضاپذیر»، «تعریف پذیر»،

نمود تعیین دقیقاً بایست پارادکس هایی چنین حل منظور به م شوند. آمیز سفسطه باطل دور به

موارد این از اجتناب جهت را محدودیت هایی و م شود اشتباه موجب زبان از استفاده که مواردی

نمود. حل زبان در معان لایه های ترکیب با م توان را خانواده این از پارادکس های آوریم. فراهم

معنای که دارد امر این بر دلالت که شوند اندیس گذاری است ن مم سیستم ابهام این با کلمات

نباشد» تعریف قابل کلمه یازده از کمتر در که «عددی است. شده فرض ری دی بر مقدم سطح ی

و برنامه ها از استفاده با ضمناً باشد. تعریف قابل کلمه یازده از کمتر در طرح این در است ن مم

بسازیم؛ ریاض صوری زبان در را بری پارادکس شبیه عبارت است ن مم کراندار، طول با برهان های

.[٧] گردید امر این به موفق چایتین١٠ وری گری حقیقت در

دروغگو پارادکس همان وی تاریخ قضیه جوهر واقع در گرفت. الهام دروغگو پارادکس از گودل

«درست» عبارت نیستم) درست (من دروغگو در اگر بود. شده شناخته باستان یونان زمان از که است

«من جمله ی زیرا داشت. نخواهیم پارادکس ی حالت این در نماییم، تعویض «اثبات پذیر» با را

ان ام که باشد «اثبات پذیر» باید باشد نادرست اگر چون چرا؟ نیست. تناقض ی نیستم» اثبات پذیر

درست جمله این نم شود. حاصل تناقض هیچ اخیر شق از و بوده درست جمله این پس ندارد.

نظر در ریاض قضیه ی عنوان به را این بتوان این که برای اما نمود. اثبات را آن نم توان اما است

در و داریم ضمیمه بنام چیزی محاوره ای زبان های در شود. ترجمه صوری زبان ی به باید گرفت

نوشت جمله ای م توان نیز ریاضیات در آیا کنند. صحبت خودشان باره در م توانند جملات نتیجه

کند؟ صحبت خودش به راجع که

٩Self-Contradictory
١٠G. Chaitin
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داد نشان دقیق طور به و درآورد صوری ل ش به را جمله این او بود. همین گودل نبوغ آمیز کار

طبیع اعداد باره در بتوان زبان آن از استفاده با که طوری به باشیم داشته صوری زبان ی اگر که

ترجمه زبان این به را اثبات ناپذیرم» «من جمله ی م توان آنگاه کرد صحبت ضرب و جمع اعمال و

شامل خودبخود دهد پوشش را ریاضیات کل بخواهد که صوری دستگاه هر که این به توجه با کرد.

از ی اثبات ناپذیرم» «من جمله ی صوری ترجمه پس بود، خواهد آن به مربوط اعمال و طبیع اعداد

درست که داشت خواهیم گزاره ای صوری دستگاه آن در بنابراین بود. خواهد دستگاه آن گزاره های

در بود. هیلبرت صورت گرایی برنامه برای منف جواب ی دقیقاً این نیست. اثبات پذیر اما است

پیچیدگ آنها در که آمده اند وجود به بری پارادکس از الهام با نیز ری دی ناتمامیت قضایای ضمن

ناتمامیت به م توان اخیر روش با هستند. توجه مورد طبیع اعداد ایجاد برای کامپیوتری برنامه های

.[٣] یافت دست راحت تر خیل صورت به ریاضیات

راسل پارادکس ١ . ١ . ٣

فیلسوف و ریاضیدان توسط که است مجموعه ها نظریه پارادکس های مهم ترین از راسل١١ پارادکس

طبیع نظریه که م دهد نشان پارادکس این شد. معرف ١٩٠١ سال در راسل برتراند انگیلیس

در است. خودش درون در تناقضات دارای بود، کانتور جرج کارهای پایه بر که فرگه مجموعه های

گسترش موضوع اصل از عبارت اند که دارد وجود عمده موضوع اصل دو مجموعه ها طبیع نظریه

آزاد متغیر مورد در خاصیت ϕ(x) اگر م کند، بیان انتزاع١٢ اصل انتزاع. شهودی موضوع اصل و

،ϕ(x) نظیر خاصیت هر با متناظر ر دی بیان به است. مجموعه ی {x : ϕ(x)} آنگاه باشد x

این ترتیب بدین م کنند. صدق ϕ(x) در که است عناصری شامل دقیقاً که دارد وجود مجموعه ای

بوسیله راسل برتراند دهیم. یل تش را مجموعه ی دلخواه ویژگ هر بوسیله م دهد اجازه ما به اصل

ناسازگار نظریه ای کانتور مجموعه های نظریه در اصل این گرفتن نظر در که داد نشان پارادکس این

دارد. بازنگری به نیاز و است
١١Russell’s Paradox
١٢Axiom of Abstraction
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مشترک اند آن در همه که صفت یا عنوان با را آنها و م گیریم نظر در هم با را اشیاء از تعدادی وقت

یا توصیف هر وییم، ب که نباشد این از بدیه تر چیزی شاید ساخته ایم. مجموعه ای کنیم مشخص

است. وجودی م ح م سازد مجموعه ای شرط هر این که م کند. مشخص را مجموعه ای شرط

نظریه ی اصول از ی را آن م، ح این اهمیت به نظر م آید. بوجود مجموعه ای شرط هر با یعن

دارد وجود مجموعه ای صفت هر برای اصل، این بنابر نامیده اند. انتزاع اصل و داده قرار مجموعه

دارند. را صفت آن که هستند اشیائ همان تنها آن عضوهای که

انسان ها مجموعه ی این که توضیح م شوند. تقسیم مجزا گروه دو به اعتباری به مجموعه ها اما

پس نیست. اسب خود، اسب ها مجموعه ی همچنین است، مجرد شیئ ه بل نیست، انسان خود،

خود فرد، اعداد مجموعه ی چنین اند. مجموعه ها اغلب واقع در نیستند. خود عضو مجموعه ها این

عضو و است مفهوم ی خود مفهوم ها مجموعه ی اما نیست. خود عضو بنابراین و نیست فرد عدد

مانند و اسب ها مجموعه ی انسان ها، مجموعه ی مانند مجموعه هایی همه ی حال است. مجموعه این

م گوید هم انتزاع اصل م سازیم. مجموعه ی آنها از و م آوریم گرد نیستند خود عضو که را آنها

که «مجموعه هایی است: این هم مجموعه این اعضای کل صفت دارد. وجود مجموعه ای چنین

نیستند». خود عضو

باشد خود عضو مجموعه این اگر نیست. یا هست خود عضو مجموعه، این آیا م پرسیم: حال

عضو واگر نباشد. خود عضو باید ‐ یعن باشد داشته را خود عضوهای مشترک صفت ناچار باید ‐

‐ دارد را خود عضوهای مشترک صفت یعن نبودن، خود عضو صفت که آن جایی از ‐ نباشد خود

خود عضو اگر و نیست خود عضو باشد خود عضو اگر مجموعه این بنابراین، باشد. خود عضو باید

م تواند نه و باشد خود عضو م تواند نه مجموعه این است. تناقض این و هست. خود عضو نباشد

ر دی بیان به نیست. معقول شرط نبودن» خود «عضو شرط م شود ملاحظه پس نباشد. عضوخود

مفهوم و نموده نظر صرف دارد، وجود مجموعه ای شرط هر با متناظر م گوید که انتزاع اصل از باید

دهیم. ارایه شرط از دقیق تری

صورت این در م گیریم: نظر در مجموعه ها مورد در را ϕ(x) : x /∈ x خاصیت ر، دی بیان به
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عضو که است مجموعه هایی همه شامل که است مجموعه ی {ϕ(x) : x /∈ x} انتزاع اصل مطابق

هیچ .∀A(A ∈ R⇔ A /∈ A) داشت خواهیم R = {x : x /∈ x} دهیم قرار اگر نیستند. خودشان

زمان ل مش نم شود. مجموعه ای چنین تعریف مانع فرگه و کانتور مجموعه های نظریه در چیز

مورد در را سوال این و بنگریم قبول قابل مجموعه عنوان به ،R مجموعه خود به که م شود حادث

نه؟ یا است خودش از عضوی R آیا که کنیم مطرح R

که R /∈ R باشیم داشته باید R مجموعه تعریف بنابر لذا و R ∈ R پس دهیم، آری پاسخ اگر •

است. تناقض این

نیز این که R ∈ R باشیم داشته باید R تعریف بنابر لذا و R /∈ R پس دهیم، خیر پاسخ اگر •

است. تناقض

معتبر ϕ فرمول هر برای {x : ϕ(x)} مجموعه ی وجود گسترش اصل که م دهد نشان پارادکس این

موضوع اصل جهت در ریاضیدانان تلاش برانگیختن عامل اولین پارادکس این همچنین نیست.

نظریه گسترش با نمودند سع وایتهد١٣ نورث آلفرد همراه به راسل بود. مجموعه ها نظریه نمودن

موضوع اصل دستگاه ی زرملو١۵ ارنست ١٩٠٨ سال در نمایند. حل را پارادکس این گونه ها١۴

اصلاح با م کرد. جلوگیری مجموعه ها نظریه پارادکس های از که داد ارایه مجموعه ها نظریه برای را

ZFC یا زرملو‐فرانکیل مجموعه های نظریه ١٩٢٠ سال در زرملو و فرانکیل١۶ توسط اصول این

X از Y زیرمجموعه ϕ خاصیت و X مجموعه هر برای م کند بیان ه بل ندارد وجود انتزاع اصل

ر دی عبارت به است. ϕ خاصیت دارای که دارد وجود

∀x
(
x ∈ Y ⇐⇒ x ∈ X ∧ ϕ(x)

)
قابل اساساً و نبوده ZFC نظر از معتبر مجموعه ی ر دی R راسل ن نامم مجموعه صورت این در

١٣A. N. Whitehead
١۴Type Theory
١۵E. Zermelo
١۶B. Franklin
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چون ری دی نظریه های ه بل نبود آمده بوجود موضوع اصل نظریه ZFCتنها اما بود. خواهد تعریف

پارادکس این آمدند. بوجود راستا این در نیز (NGB) نیومن‐گودل‐برنیز وان مجموعه های نظریه

را انتزاع اصل مانند شده ای پذیرفته و افتاده جا اصل که م کند ناچارمان ر آرایش پارادکس برخلاف

ر آرایش پارادکس مانند پارادکس هایی به و تناقض نما١٧، اصطلاح به پارادکس ها این به ذاریم. ب کنار

تناقض نما نوع از ری دی پارادکس بیان به حال م گویند. شبه پارادکس١٨ دارند منطق حل راه که

.[٢۶] م پردازیم

دروغگو پارادکس ۴ . ١ . ١

دروغگو جمله از تناقض آن در که م باشد دروغگو پارادکس ر، دی مشهور و کلاسی پارادکس

«آنچه وید؛ ب خود درباره ی گوینده ای که است این دروغگو پارادکس بیان ساده ترین م آید. بدست

اگر م گوید. دروغ یا م گوید راست گوینده این آیا که است این پرسش است». دروغ م گویم

دروغ اگر و م گوید. دروغ یعن م زند، راست حرف م گویم دروغ م گوید این که پس وید ب راست

اگر پس م گوید. راست یعن م زند راست حرف م گویم دروغ م گوید خود این که پس م گوید

است. راست باشد دروغ اگر و است دروغ باشد راست م گوید آنچه

یعن مفهوم ها بنیادی ترین از ی مورد در را ما درک که بود این در راسل پارادکس اهمیت

مهمترین از ر دی ی که است این در پارادکس این اهمیت و م نهاد ش معرض در مجموعه  مفهوم

اثر همان صدق نظریه در نیز دروغگو پارادکس م افکند. مخاطره به را صدق مفهوم یعن مفاهیم

گفته ها و جمله ها این که و صدق مفهوم مجموعه ها. نظریه در راسل پارادکس که دارد را کننده ویران

مفهوم همین درست دروغگو پارادکس و علوم اند و فلسفه اساس مباحث از صادق اند اعتباری چه به

م دهد. قرار تردید مورد تناقض حد تا را

که است آن نشانه این و م کنند و کرده اند پیشنهاد متعددی حل های راه دروغگو پارادکس برای

١٧Antinomy
١٨Psudo Paradox
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را ما حل راه هر اما نیابیم. هرگز شاید و نیافته ایم هنوز قاطع حل راه پارادکس ها از طبقه این برای

همچنین و باطل دور اصل از استفاده با راسل حل راه بیان به ما حال م کند. گاه آ تازه ای نکته ی از

م پردازیم. زبان فرا مفهوم از استفاده با تارس حل راه

کرد معرف و کشف نیز ری دی گوناگون پارادکس های خود، مشهور پارادکس کشف از پس راسل

پرداخت. ریاض نظریه چند طرح به دروغگو پارادکس و خود پارادکس خصوص به آنها حل برای و

آن بر راسل ، فلسف نظر از م پردازیم. ایده این به نظریه ها این سقم یا صحت از صرف نظر حال

اصل را آن که است اصل دخالت آنها وجودی علت و دارند سان ی منشأ پارادکس دو این که بود

شرط با نم توان را مجموعه ای هیچ که است این اصل این از روشن بیان م نامید. باطل١٩ دور

بر تنها نباید مجموعه ی ر، دی عبارت به گردد. آن مشمول نیز مجموعه آن خود که کرد مشخص

که باشد عضوهایی شامل نم تواند مجموعه ای هیچ باشد. تعریف قابل مجموعه آن خود حسب

باشند. تعریف قابل مجموعه آن حسب بر تنها

م کند دخالت وقت باطل دورِ نامیده اند. نامستند٢١ را عضویت شرط چنین پوانکاره٢٠ و راسل

ارجاع مجموعه هایی به غیرمستقیم یا مستقیم که بریم کار به عضویت شرط مجموعه، تعریف در که

تنها نه که شرط کنیم. مشخص م خواهیم که باشد مجموعه ای همان آنها از ی که م دهد

به راسل پارادکس است. باطل دور گیرد، دربر نیز را مجموعه آن خود ه بل مجموعه ی عضوهای

به ه بل آن اعضای به تنها نه را نبودن خود عضو شرط زیرا م آید. وجود به اصل همین دخالت دلیل

همین آن، تاریخ معروف ل ش در خصوص به نیز، دروغگو پارادکس م دهد. تعمیم نیز آن خود

است: گفته کریت٢٢ اهال از فردی دارد. را نقص

هستند». دروغگو کریت ها «همه ی

١٩Principie of Vicious Circle
٢٠H. Poincaré
٢١Impredicative
٢٢Cretan
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اهال خود، گوینده که آن جا از اما نبود پارادکس بود گفته کریت اهال باره در سیسیل ی را این اگر

مشمول گفته این نیز این جا در م شود. نیز خودش شامل کریت ها باره در او م ح است، کریت

کردن مشخص در باطل دور دخالت همان این و م شود کریت اهل گفته های مجموعه م ح همان

است. گفته ها این مجموعه

دو به را پارادکس ها راسل، ایده این کشیدن چالش به با مقاله ای در ١٩٢۵ سال در رمزی٢٣ فرانک

مفاهم و مجموعه ها نظریه متعدد پارادکس های شامل که منطق پارادکس های م کند: تقسیم دسته

چون مفاهیم شامل که شناخت دلالت یا معنایی پارادکس های و هستند عضویت و مجموعه چون

متعلق دروغگو پارادکس و راسل پارادکس تقسیم بندی این با هستند. تعریف پذیری و کذب و صدق

باشند. داشته هم از جدا راه حل های بایست راسل نظر برخلاف و هم اند از جدا دسته دو به

آن که باشد گونه ای همان امور که است صادق وقت جمله م گوید ارسطو از پیروی به تارس

سپید «برف بنابراین م گوید. که نباشد گونه ای آن از امور که است کاذب وقت و م گوید جمله

م رسد نظر به ساده بسیار که را م ح این تارس باشد. سپید برف که است صادق وقت است»

م نویسد: چنین

باشد. سپید برف اگر تنها و اگر است صادق است» سپید «برف

گذاشته ایم « » علامت میان داده ایم آن به صدق اسناد که را جمله ای عبارت این راست سمت در

کرده ایم نقل را جمله راست سمت در ر دی بیان به آورده ایم. بیرون علامت این از چپ، سمت در و

تارس برده ایم. کار به و کرده ایم اظهار را آن خود چپ سمت در و داده ایم صدق اسناد آن به و

ی عنوان به آن باره ی در م ح م دهیم صدق اسناد جمله ای به وقت وید ب م خواهد کار این با

وقت کنیم. تصدیق و بریم کار به را جمله آن خود که است این اسناد این نتیجه و م کنیم ربان واحد

اما م گوییم. سخن هستند که گونه ای بدان امور و خارج دنیای باره ی در است سپید برف م گوییم

باره ی در نه ر دی و م گیریم فاصله کاربردی زبان از م کنیم آن صدق به م ح جمله ای باره در وقت

بیرون امور یعن جهان درباره ی بحث برای را زبان گاه م گوییم. سخن زبان باره ی در ه بل جهان

٢٣F. Ramsay
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زبان، بحث مورد موضوع اول کاربرد در زبان. باره ی در بحث برای گاه و م بریم کار به زبان از

بیان مثال برای و م گوییم سخن زبان از بیرون موضوع های باره ی در آن با یعن است خارج جهان

است زبان کاربرد لایه ی نخستین که را زبان از لایه این است. سیاه زغال و است سپید برف م کنیم:

م گوییم و م زنیم حرف زبان باره ی در که دوم کاربرد در و م گوییم ٢۴ موضوع زبان

است، صادق است» سپید «برف

از لایه این اعتبار بدین م کنیم. صحبت زبان جمله های باره در و م رویم فراتر نخستین لایه از

این جمله های باره ی در و دهیم قرار بحث موضوع را زبان فرا اگر اکنون م نامیم. فرازبان٢۵ را زبان

وییم ب مثال برای و کنیم صادر م ح

است، صادق است» صادق است» سپید ««برف

این م توان البته است. شده فرازبان نخستین ما موضوع زبان و رفته ایم فرافرازبان به فرازبان از

عبارت که است این تارس سخن م کند. کفایت نخست مرحله ی دو برای ول داد ادامه را رویه

که را خود موضوع زبان بایست نخست است. فرازبان به متعلق است» «کاذب یا است» «صادق

در و رویم فراتر زبان این از سپس باشیم داشته م زنیم حرف زغال و برف و جهان باره ی در آن با

در م گیریم: نظر در را دروغگو پارادکس حال کنیم. آن جمله های کذب و صدق به م ح زبان فرا

کار به زبان همین برای موضوع زبان از رفتن فرا بدون را است» «دروغ عبارت دروغگو پارادکس

آمیخته ایم هم به را فرازبان و موضوع زبان لایه دو کار این با است. اشتباه کاربردی این و برده ایم

جمله خلاصه طور به شده ایم. تناقض دچار ناچار به و

است» دروغ م گویم «آنچه

ساختار نظر از جمله و نرفته کار به خود درست جای در است» «دروغ عبارت که است جمله ای

اعتبار بدون طبیع زبان که است این م گیرد بحث این از تارس که نتیجه ای است. نادرست منطق

و منطق زبان به محدود را خود شناس دلالت رو این از و نارساست٢۶ ‐ شناس دلالت ‐اعتبار
٢۴Object Language
٢۵Meta Language
٢۶Defective
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نظریه ی پایه گذاری به است فرازبان ها مراتب سلسله بر مبن که تارس شناس دلالت م کند. ریاض

است. انجامیده مدل

یابلو پارادکس ۵ . ١ . ١

ثان در و بوده دوری اولا که است ل ش این به آمیزی سفسطه سخن دروغگو پارادکس از نمونه ای

است: خودارجاع مستقیم غیر بصورت

است.» غلط م گوید سعید «آنچه حمید:

است.» درست م گوید حمید «آنچه سعید:

پارادکس اصطلاحاً در و است گردیده طرح وسط قرون در ساکسون آلبرت توسط پارادکس این

داد: تعمیم طولان تری حلقه به آن را م توان البته م شود. نامیده دور

است. غلط S2 جمله ی (S1)

است. غلط S3 جمله ی (S2)

است. غلط S4 جمله ی (S3)

...

است. درست S1 جمله ی (Sn)

S1 زیرا FTFT . . . یا TFTF . . . بود: خواهند غلط یا درست متناوب بصورت جملات این

پارادکس باشد زوج nها تعداد اگر باشد؛ غلط Sn اگر است غلط و باشد، درست Sn اگر است درست

گرفت. خواهند متفاوت درست ارزش Sn تا S1 حالت این در زیرا م شود ایجاد

است: جملات از نامتناه دنباله ای شامل که گردید منتشر ١٩٩٣ سال در یابلو٢٧ استفان پارادکس

٢٧E. Yablo
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هستند. غلط (Y2, Y3, Y4, . . .) بعدی جملات همه ی (Y1)

هستند. غلط (Y3, Y4, Y5, . . .) بعدی جملات همه ی (Y2)

هستند. غلط (Y4, Y5, Y6, . . .) بعدی جملات همه ی (Y3)

...

هستند. غلط (Yn+1, Yn+2, Yn+3, . . .) بعدی جملات همه ی (Yn)

...

م باشند. غلط  (Y2, Y3, Y4, . . .) یعن بعدی جملات همه ی پس باشد. درست Y1 کنیم فرض

است. تناقض این و درست n > 2 که Yn مانند بعدی جملات از ی حداقل آنگاه باشد غلط Y2 اگر

است. درست n > 1 که Yn مانند بعدی جملات از ی حداقل آنگاه باشد غلط Y1 اگر همچنین

آنگاه باشد غلط Yn+1 اگر غلط اند. هم (Yn+1, Yn+2, Yn+3, . . .) یعن Yn از بعد جملات ول

است. تناقض این و است درست m > n+ 1 که Ym مانند بعدی جملات از ی حداقل

نیست، خودارجاع شامل پارادکس این دروغگو، پارادکس انواع برخلاف که نمود ادعا یابلو

به م رسد نظر به جمله هر اما خودش. خصوص در نه است بعدی جملات به راجع جمله هر زیرا

«همه ی صورت این به مورد هر در بعدی» جملات «همه ی زیرا باشد خودارجاع ضمن صورت

م دهد، ارجاع «∀k > n» توسط بعدی، جملات به واقعاً یابلو م شود. فهمیده این» از بعد جملات

خواه اما است. محتمل ضمن صورت به هنوز خودارجاع اما است، Y برای فعل اندیس n که

داریم. پارادکس ی وضوح به ما نه، یا باشد ارجاع خود

مقدمات مفاهیم برخ ١ . ٢

زیر متن در «نادرست» و «درست» معان به راجع و حسابی جملات به راجع کم م خواهیم

کنیم: صحبت



٢١ مقدمات مفاهیم و پژوهش پیشینه .١ فصل

و ضرب و جمع برای ترتیب به موضع دو تابع نمادهای × و + علایم شامل حسابی زبان

دو رابطه ای نماد ی < و صفر برای ثابت نماد 0 ، تال تابع برای موضع ی تابع نماد ی S

معمول منطق علایم اضافه ی به (تساوی) = علامت شامل همچنین م باشد. ترتیب برای موضع

هر) ازای (به ∀ ،(... اگر تنها و اگر ...) ↔ ،(... آنگاه ... (اگر → (یا)، ∨ (و)، ∧ (نقیض)، ¬

از که م باشند x, x′
, x

′′
, . . . عبارات حساب زبان متغیرهای م باشد. پارانتزها و دارد) (وجود ∃ و

مقادیرشان عنوان به را (0, 1, 2, . . .) طبیع اعداد که است شده  فرض و شده اند یل تش ′ و x نماد

کرد. خواهیم نویس خلاصه غیره و z و y حروف با را متغیرها کنند. اختیار

مثال، عنوان به رسیده ایم. حسابی زبان در نادرست و درست از مفهوم به تقریباً اکنون

∀x∃y
(
x = s(y)

)
تال x مثل ری دی طبیع عدد هر که نیست این طور طبیع اعداد در زیرا است، غلط جمله ی ی

ر دی طرف از نیست). طبیع عدد هیچ تال که صفر (مثل است y طبیع عدد

∀x∃y
(
x = (y + y) ∨ x = s(y + y)

)
x = 2y که طوری به دارد وجود y طبیع عدد x طبیع عدد هر برای زیرا است، درست جمله ی ی

شوند. بیان حسابی زبان در م توانند که دارد وجود مطالب از بسیاری همچنین .x = 2y + 1 یا

شود: تعریف زیر صورت به م تواند x < y بودن کمتر مثال برای

.∃z
(
s(z) + x

)
= y

لازم بوده، حسابی زبان معنای و نحو درباره ی که مقدار همان بودن صوری ما، هدف برای واقع در

1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
بار n

یا S(S(. . . S(0) . . .)) ترم از است عبارت n از منظور ،n ∈ N هر براى است.

3̄ = SSS0 مثال، برای م آید. بدست 0 نماد روی بار n تعداد به S تال تابع دادن اثر از واقع در که

است. n عدد بیان برای عبارت n̄ عبارت که کنید توجه است.

جهان با حساب زبان در ساختار ی از است عبارت حساب برای استاندارد مدل ی از منظور

م باشند. استاندارد تعابیر دارای حساب زبان نمادهای آن در که N = {0,1,2, . . .}



٢٢ مقدمات مفاهیم و پژوهش پیشینه .١ فصل

PA با که پئانو حساب باشد. درحساب اول مرتبه از زبان LPA = {+, ., 0, 1, <} کنیم فرض

دار ی مرتب گسسته طور به نیم حلقه های اصول شامل که است LPA در نظریه ای م شود، داده نشان

است. استقرا اصل طرح و

پئانو اصول

(1) (∀x)(∀y)
(
S(x) = S(y)→ x = y

)
(2) (∀x)

(
S(x) ̸= 0

)
(3) (∀x)

(
x+ 0 = x

)
(4) (∀x)

(
x+ S(y) = S(x+ y)

)
(5) (∀x)(∀y)

(
x× S(y) = x× y + x

)
(6) (∀x)

(
x× 1 = x

)
(7) φ(0) ∧ (∀x)

[
φ(x)→ φ

(
S(x)

)]
→ (∀x)φ(x)

جمله، ترتیب (به فرمول ی از منظور م گیریم. نظر در را اول مرتبه استاندارد زبان های از ی حال

دلخواه مجموعه ای نظریه ها، است. زبان این در (... و ترم جمله، ترتیب (به فرمول ی ،(... و ترم

تعریف پذیر) (یا درست را جمله ی داد. خواهیم نشان Q با را رابینسون حساب هستند. جملات از

باشد. تعریف پذیر) (یا درست Q استاندارد مدل در بررس مورد جمله ی هرگاه گوییم

همان اساساً Q است، پئانو حساب از متناه شده ی اصل بندی بخش ی Q رابینسون حساب

است. PA از ضعیف تر نتیجه در و استقرا اصل بدون PA

رابینسون حساب اصول

(1) S(x) ̸= 0

(2) S(x) = S(y)→ x = y

(3) x ̸= 0→ (∃x)
(
x = S(y)

)
(4) x+ 0 = x

(5) x+ S(y) = S(x+ y)

(6) x× 0 = 0



٢٣ مقدمات مفاهیم و پژوهش پیشینه .١ فصل

(7) x× S(y) = (x× y) + x

(8) x ⩽ y ≡ (∃z)
(
z + x = y

)
پوشای تابع هرگاه گوییم ( بازگشت (شمارش پذیر کارامد شمارای را A مجموعه .١ . ٢ . ١ تعریف

A اعضای همه که باشد موجود وریتم ال ر دی عبارت به باشد؛ موجود f : N −→ A محاسبه پذیر

⊛ کند. لیست را

فرمول ی اگر است «نمایش پذیر» T در f تابع گوییم .f : N −→ N کنید فرض .١ . ٢ . ٢ تعریف

باشیم: داشته n ∈ N هر برای که طوری به باشد داشته وجود T در ϕ(x, y)

⊛ .T ⊢ ∀x
(
ϕ(n, x)←→ x = f(n)

)
آنگاه باشد شده تعریف f(n) اگر

م شود. داده نمایش ϕ(x, y) ≡ (y = SS(0) · x) فرمول توسط f(n) = 2n مثال برای

کاف اندازه به نظریه باشند. نمایش پذیر ، بازگشت توابع تمام آن در که را نظریه ای .١ . ٢ . ٣ تعریف

⊛ گویند. قوی

است طبیع اعداد مورد در نظریه ای هر شده، ذکر بالا در که قوی کاف اندازه به نظریه از منظور

در را آنها نمایش پذیری گودل که محمول هایی و توابع اکنون نمایش پذیرند. بازگشت توابع آن در که

PA از اصل پذیر بازگشت طور به توسیع را T آن در که م کنیم، مطرح را است داده نشان T نظریه

باشد: زیر استاندارد ارقام٢٨ شامل اول مرتبه نظریه های همه که م کنیم فرض م گیریم. نظر در

0, 1, 2, 3, . . .

در کدگذاری ی نمود. خواهیم استفاده فرمول ها و جمله ها کدگذاری٢٩ برای را «⌜ ⌝» نماد همچنین

آنگاه باشد جمله ی φ اگر ر، دی عبارت به م باشد. اعداد به جملات از ی به ی تابع ی واقع

برای نام گذاری ی ⌜φ⌝ عبارت است. طبیع عدد ی n آن در که م باشد n مانند رقم ی ⌜φ⌝

باشد x آزاد متغیر با فرمول ی ψ(φ) اگر م نامیم. φ جمله گودل) (عدد کد عدد را آن که است φ

با م شود». بیان ψ توسط که است خاصیت دارای φ» م گوید: که است جمله ی ⌜ψ(φ)⌝ آنگاه

م دهد. ارجاع φ جمله به (⌜ψ(φ)⌝) جمله که باشید داشته توجه بالا، حقایق گرفتن نظر در

٢٨Numerals
٢٩Coding Schmeme



٢۴ مقدمات مفاهیم و پژوهش پیشینه .١ فصل

اختصاص مقدم٣٠) (وضع MP قاعده عنوان م دهد نتیجه A→ B و A از را B که قاعده ای •

است. شده داده

شود. اثبات شده داده سیستم در نم تواند اما است درست که است جمله ای گودل جمله ی •

است. x آن گودل عدد که است T در جمله ای اثبات طول m آن در که prfT(m,x) •

است». اثبات قابل T در y گودل عدد با «فرمول معن به provT(y) محمول •

x آن گودل عدد که است جمله ای از اثبات ی گودل عدد y» معن به proofT(y, x) محمول •

است».

x آن گودل عدد که دارد وجود جمله ی از T در اثبات یعن provT(x) ≡ ∃y proofT(y, x) •

است.

به م کند، مشخص را مقدمات بازگشت رابطه ای که باشد فرمول Σ1 ی PrT(x) کنید فرض •

است. اثبات پذیر T نظریه در که است فرمول گودل عدد ،x که طوری

ارجاع و اشاره خودش به چیزی یا کس آن در که م شود گفته وضیعت به خودارجاع مفهوم

که ش هر م نامیم. خودارجاع٣١ اصطلاحاً را م کنند ارجاع و اشاره خود به که اشیایی م دهد.

خودارجاع بالقوه به صورت و دارد نیز را خود به ارجاع توانایی باشد داشته را چیزی به ارجاع توانایی

ل ها ش مدل ها، کامپیوتری، برنامه های افکار، جملات، مانند اشیا همه شامل واقعیت این م باشد.

«جمله در که است نمونه ای ، خودارجاع مشهورترین که گفت م توان جرأت به م شود. غیره و

است: شده ظاهر دروغگو»

است» نادرست جمله «این

(جمله جمله این همچنین است. خودارجاع جمله»، «این اشاره ای عبارت خاطر به دروعگو جمله

جمله این اگر که است دلیل بدین دروغگو جمله بودن پارادکس است. نیز پارادکس دروغگو)

واقع در جمله این ول است. درست است شده ذکر جمله این در آن چه هر آنگاه باشد، درست

در بود. خواهد درست جمله آنگاه باشد نادرست جمله اگر بنابراین م کند. بیان را خود نادرست

باشد. نادرست اگر فقط و اگر است درست دروغگو جمله واقع

٣٠Modus ponens
٣١Self-Referential



٢ فصل

حسابی ناتمامیت و یابلو پارادکس

٢۵



٢۶ حسابی ناتمامیت و یابلو پارادکس .٢ فصل

و یابلو١ پارادوکس مورد در بحث به است، شده تنظیم [١۶] مرجع اساس بر که فصل این

جملات در [٢٣] یابلو پارادوکس به مربوط قضیه تعدادی فصل، این در م پردازد. حسابی ناتمامیت

در حساب تصمیم ناپذیری مورد در [١٢] گودل٢ توسط بار اولین جملات این م شوند. ارایه حساب

جملات از حسابی سازی مختلف نوع دو فصل این در شده اند. بررس دروغگو پارادوکس با رابطه

اثبات پذیری) محمول خارج در نقیض (با دروغگو جمله حسابی سازی در گودل روش با ی یابلو،

محمول داخل در نقیض (با حساب جملات تصمیم ناپذیری در [١۴] یروسلو٣ روش با ری دی و

سازگاری جمله به و بوده تصمیم پذیر یابلو حسابی شده جمله دو هر م شوند. بیان اثبات پذیری)

«من هنکین۴ جمله برای نهایت، در م باشند. مربوط یروسلو و گودل روش به صوری سیستم های

ایده ای کرده اند، حسابی سازی را جملات یروسلو و گودل که روش دو همان با هستم» اثبات قابل

جمله استاندارد اثبات مانند لب، قضیه از استفاده با جمله این بودن اثبات قابل و م شود، ارایه

م شود. داده نشان هنکین،

مقدمه ٢ . ١

تقریباً هستند، یابلو پارادوکس به مربوط که حساب جملات مورد در قضیه چند زیر، در اکنون

خواهند معرف بودند، مربوط دروغگو پارادوکس به گودل اول قضیه تصمیم ناپذیر جمله که همان گونه

معمولا که م دهد نمایش را هنکین یا یروسلو، گودل، اسم نمادی است که شامل آنها از کدام هر شد.

که م شوند تفکی جملات از دنباله ای صورت به و شده، شناخته ارجاع خود جمله ای عنوان به

شوند. قلمداد ناخوش ساخت۵ ارجاعات از زنجیره ای عنوان به طبیع طور به م توانند

معرفت «پارادوکس هر اینکه بر مبن [١٢] گودل ادعای از آنها که چون اولا هستند، جالب نتایج این

این که دوم، و م کنند. حمایت شود، رهنمون ریاض ناتمامیت از نوع به را ما م تواند « شناخت

١Yablo’s Paradox
٢K. Gödel
٣G. R. Jeroslow
۴L. Henkin
۵Non-Well-Founded



٢٧ حسابی ناتمامیت و یابلو پارادکس .٢ فصل

رفتار و یروسلو) و هنکین (گودل، بالا در شده معرف حسابی جملات رفتار بین قوی پیوندی آنها

وجود عدم صورت در م دهند. نشان را شد، خواهند بررس زیر در که آنها بازشده) (قسمت های

نیز ر دی حالت های به م تواند که م کند پیشنهاد را ویی ال یا طرح ی تناظر این نقض، مثال ی

شامل باید بررس این که باشد، بیشتر بررس برای نامزدی ی م تواند خودش حت یا یابد، تعمیم

باشد. منطق بازشده ی مفهوم از سازی۶ صوری ی

اولیه مفاهیم و تعاریف ٢ . ٢

شرایط و قطری لم آزاد متغیر نسخه ما است. استاندارد کاملا زیر اثباتهای در رفته کار به روش

،(GD2) ،(GD1) اثبات پذیری شرایط تعمیم است ن مم داریم. نیاز را ٧ هیلبرت‐بِرن اثبات پذیری

سیستم ی در اول اثبات و یافت، [۴] در م توان را آخری مورد دو باشند. ناآشنا تاحدودی (GD3)

پئانو حساب مانند قدرت با کارآمد شمارای سیستم ی نمایانگر M است. آسان حسابی مناسب

است. (PA)

−فرمول Σ1 ٢ . ٢ . ١

(به کراندار آن سورهای همه هرگاه م شود نامیده ∆0 حساب، زبان در φ فرمول ی .٢ . ٢ . ١ تعریف

∆0 برای (∃x1, . . . , ∃xk)ψ ل ش به هرگاه م شود نامیده Σ1 و باشند، (∃x ≤ t یا ∀x ≤ t صورت

∃x1, x2, · · · , xn A(x1, x2, · · · , xn)بصورت را آن بتوان که فرمول ر دی عبارت به ψباشد. فرمول

گویند. فرمول − Σ1 را است کراندار سورهای با فرمول ی A(x1, x2, · · · , xn) آن در که نوشت

ل ش به یا ∀x ⩽ t · · · یعن ∀x(x ⩽ t → · · · ) ل ش به کراندار (سورهای

سورهای اشتراک، اجتماع، تحت فرمول ها − Σ1 م باشند.) ∃x ⩽ t · · · یعن ∃x(x ⩽ t ∧ · · · )

⊛ بسته اند. محدود، عموم سورهای و وجودی

هستند. −فرمول Σ1 اتم فرمول های همه مثال برای
۶Formalization
٧ Hilbert-Bernays



٢٨ حسابی ناتمامیت و یابلو پارادکس .٢ فصل

دهید، قرار اثبات پذیری محمول برای کوتاه نوشت را □ .٢ . ٢ . ٢ تعریف

(GD1) M ⊢ ϕ(x) =⇒ M ⊢ □(⌜ϕ(x)⌝)

(GD2) M ⊢ □(x→ y) −→ (□(x)→ □(y))

(GD3) ψ(y1, . . . , yk) ∈ Σ1 ⇒ M ⊢ ψ(y1, . . . , yk)→ □(⌜ψ(y1, . . . , yk)⌝)

⊛

قطری لم ٢ . ٢ . ٢

منظور این برای م کنیم. استفاده [٢٠] کتاب نماد گذاری و زبان از قسمت این اثبات و بیان برای ما

نمایش پذیری گودل که محمول هایی و توابع همچنین و (١ . ٢ . ٢ (تعریف نمایش پذیری تعریف ابتدا

م کنیم. بیان را است داده نشان PA نظریه در را آنها

y آزاد متغیر تنها با A(y) مانند فرمول ی گودل عدد x «اگر دارد: اشاره تابع این به diag(x) •

آزاد متغیر زین جای از که فرمول (یعن م باشد» A(⌜A⌝) فرمول گودل عدد diag(x) آنگاه باشد،

م آید). بدست A خود گودل عدد با A

آنگاه باشد، PA زبان در فرمول y آزاد متغیر تنها با φ(y) که کنید فرض قطری). (لم .٢ . ٢ . ٣ قضیه

.PA ⊢ G ←→ φ(⌜G⌝) که است موجود حساب زبان در G (جمله) بسته فرمول

اگر ،m,n ∈ N هر برای پس باشد. diag(x) تابع دهنده نمایش ψ(x1, x2) م کنیم فرض برهان.

آنگاه diag(n) = m

.PA ⊢ ∀y
(
ψ(n, y)←→ y = m

)
برابر را F(x) فرمول حال

∃y
(
ψ(x, y) ∧ φ(y)

)
فرمول برابر G و باشد F(x) گودل عدد همان ⌜F⌝ م کنیم فرض و م گیریم نظر در

∃x
[
x = ⌜F⌝ ∧ ∃y

(
ψ(x, y) ∧ φ(y)

)]
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فرمول برابر G بنابراین باشد.

∃x
(
x = ⌜F⌝ ∧ F(x)

)
یا F(⌜F⌝) معادل منطق طور به و

∃y
(
ψ(⌜F⌝, y) ∧ φ(y)

)
م شود نتیجه آنگاه ،φ(⌜G⌝) اگر چون م باشد، نظر مورد فرمول همان G است.

∃y
(
ψ(⌜F⌝, y) ∧ φ(y)

)
از آنگاه ، G اگر است؛ G فرمول همان این و

∃y
(
ψ(⌜F⌝, y) ∧ φ(y)

)
م شود: )نتیجه

ψ(⌜F⌝, ⌜G⌝) ∧ φ(⌜G⌝)
)

⊠ .φ(⌜G⌝) نتیجه در و
(
PA ⊢ ∀y [ψ(⌜F⌝, y)←→ y = ⌜G⌝] چون

)
حساب زبان یا PA زبان در فرمول φ(y, z) که کنیم فرض یافته). تعمیم قطری (لم .۴ . ٢ . ٢ قضیه

است موجود PA زبان در z آزاد متغیر تنها با G(z) فرمول این صورت در باشد، y, z آزاد متغیر دو با

.PA ⊢ G(z)←→ φ
(
⌜G(z)⌝, z

)
که

دو آزاد، متغیر ی جای به که تفاوت این با م باشد فوق قضیه اثبات شبیه قضیه این اثبات برهان.

م کنیم. تعریف زیر صورت به را diag′
(x) لذا داریم. آزاد متغیر

آزاد متغیرهای با A(y, z) مانند فرمول ی گودل عدد x «اگر دارد: اشاره تابع این به diag′
(x) •

زین جای از که فرمول (یعن م باشد» A(⌜A⌝, z) فرمول گودل عدد diag
′
(x) آنگاه باشد، y, z

م آید). بدست A خود گودل عدد با A در y آزاد متغیر
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اگر ،m,n ∈ N هر برای پس باشد. diag′
(x) تابع دهنده نمایش ψ′

(x1, x2) م کنیم فرض

آنگاه diag′
(n) = m

.PA ⊢ ∀y
(
ψ

′
(n, y)←→ y = m

)
برابر را F(x, z) فرمول حال

∃y
(
ψ

′
(x, y) ∧ φ(y, z)

)
فرمول برابر G(z) و باشد F(x, z) گودل عدد همان ⌜F⌝ م کنیم فرض و م گیریم نظر در

∃x
[
x = ⌜F⌝ ∧ ∃y

(
ψ

′
(x, y) ∧ φ(y, z)

)]

فرمول برابر G(z) بنابراین باشد.

∃x
(
x = ⌜F⌝ ∧ F(x, z)

)
یا F(⌜F⌝) معادل منطق طور به و

∃y
(
ψ

′
(⌜F⌝, y) ∧ φ(y, z)

)
م شود نتیجه آنگاه ،φ(⌜G(z)⌝) اگر چون م باشد، نظر مورد فرمول همان G(z) است.

∃y
(
ψ

′
(⌜F⌝, y) ∧ φ(y, z)

)
از آنگاه ، G(z) اگر است؛ G(z) فرمول همان این و

∃y
(
ψ

′
(⌜F⌝, y) ∧ φ(y, z)

)
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م شود: )نتیجه
ψ

′
(⌜F⌝, ⌜G(z)⌝) ∧ φ(⌜G(z)⌝)

)
⊠ .φ(⌜G(z)⌝) نتیجه در و

(
PA ⊢ ∀y

[
ψ

′
(⌜F⌝, y)←→ y = ⌜G(z)⌝

]
چون

)

لُب قضیه ٢ . ٢ . ٣

زیر اصول به قضیه این اثبات برای م کنیم، استفاده [٢٠] کتاب نماد گذاری از نیز قضیه این مورد در

داریم: نیاز ‐لُب) هیلبِرت‐بِرن (اصول

(C1) T ⊢ φ =⇒ T ⊢ □φ.

(C2) T ⊢ □(φ→ ψ) −→ (□φ→ □ψ).

(C3) T ⊢ □φ −→ □□φ.

نتیجه T ⊢ □φ −→ φ از آنگاه باشد (جمله) بسته فرمول ی φ اگر لُب). (قضیه .۵ . ٢ . ٢ قضیه

.T ⊢ φ که م شود

که: م کنیم فرض برهان.

(١) T ⊢ □φ −→ φ

که: دارد وجود چنان γ جمله قطری لم طبق

(٢) T ⊢ γ ←→ (□γ → φ)

(٣) (٢) از

T ⊢ γ −→ (□γ → φ)

(۴) (C1) با (٣) از

T ⊢ □ [γ −→ (□γ → φ)]

(۵) (C2) با (۴) از

T ⊢ □γ −→ □(□γ −→ φ)
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(۶) (C2) با (۵) از

T ⊢ □γ −→ (□□γ → □φ)

(٧) داریم: (۶) از

T ⊢ [□γ −→ (□□γ → □φ)] −→ [(□γ → □□γ) −→ (□γ → □φ)]

(٨) MP با (٧) و (۶) از

T ⊢ [(□γ → □□γ) −→ (□γ → □φ)]

(٩) (C3)

T ⊢ □γ −→ □□γ

(١٠) MP با (٩) و (٨) از

T ⊢ □γ −→ □φ

(١١) (١٠) و (١) از

T ⊢ □γ −→ φ

(١٢) MP با (١١) و (٢) برگشت حالت از

T ⊢ γ

(١٣) (C1) با (١٢) از

T ⊢ □γ

(١۴) MP با (١٣) و (١١) از

T ⊢ φ
⊠

که م شود استنباط (GD3)‐(GD1) از لُب). تعمیم یافته (قضیه .۶ . ٢ . ٢ لم

را. M ⊢ ϕ(x) م دهد نتیجه M ⊢ □(⌜ϕ(x)⌝)→ ϕ(x)

(C1) ترتیب به تعمیم یافته های (GD2) و (GD1) که م بینیم ،(٢ . ٢ . ٢) تعریف بررس با برهان.

داد: تعمیم م توان زیر صورت به را (C3) و م باشند، آزاد متغیر ی حالت برای (C2) و

(C
′
3). T ⊢ □(⌜ϕ(x)⌝) −→ □□(⌜ϕ(x)⌝).
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داریم: فرض از

1. M ⊢ □(⌜ϕ(x)⌝) −→ ϕ(x).

داریم: که دارد وجود چنان x آزاد متغیر با γ(x) فرمول قطری لم طبق حال

2. M ⊢ γ(x)←→
[
□
(
⌜γ(x)⌝

)
→ ϕ(x)

]
3. M ⊢ γ(x) −→

[
□
(
⌜γ(x)⌝

)
→ ϕ(x)

]
2 از

4. M ⊢ □{γ(x) −→
[
□
(
⌜γ(x)⌝

)
→ ϕ(x)

]
} (GD1) با 3 از

5. M ⊢ □
(
⌜γ(x)⌝

)
−→ □

[
□
(
⌜γ(x)⌝

)
→ ϕ(x)

]
(GD2) با 4 از

6. M ⊢ □
(
⌜γ(x)⌝

)
−→

[
□□

(
⌜γ(x)⌝

)
→ □

(
ϕ(x)

)]
(GD2) با 5 از

داریم: 6 از

7. M ⊢ {□
(
⌜γ(x)⌝

)
−→

[
□□

(
⌜γ(x)⌝

)
→ □

(
ϕ(x)

)]
} −→

{
[
□
(
⌜γ(x)⌝

)
→ □□

(
⌜γ(x)⌝

)]
−→

[
□
(
⌜γ(x)⌝

)
→ □

(
⌜ϕ(x)⌝

)]
}

MP با 6 و 7 از

8. M ⊢
[
□
(
⌜γ(x)⌝

)
→ □□

(
⌜γ(x)⌝

)]
−→

[
□
(
⌜γ(x)⌝

)
→ □

(
⌜ϕ(x)⌝

)]
9. M ⊢ □

(
⌜γ(x)⌝

)
−→ □□

(
⌜γ(x)⌝

)
(C

′
3)

10. M ⊢ □
(
⌜γ(x)⌝

)
−→ □

(
⌜ϕ(x)⌝

)
MP با 9 و 8 از

11. M ⊢ □
(
⌜γ(x)⌝

)
−→ ϕ(x) 10 و 1 از

12. M ⊢ γ(x) MP با 11 و 2 برگشت حالت از

13. M ⊢ □
(
⌜γ(x)⌝

)
(GD1) با 12 از

14. M ⊢ ϕ(x) MP با 13 و 11 از

⊠

دهید قرار باشد، آزاد متغیر ی y اگر .٢ . ٢ . ٧ تعریف

M ⊢ Y J(y)↔ (∀x > y)[□(⌜¬Y J(x)⌝)]
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M ⊢ Y G(y)↔ (∀x > y)[¬□(⌜Y G(x)⌝)]

M ⊢ Y H(y)↔ (∀x > y)[□(⌜Y H(x)⌝)]

⊛

آنگاه x > z اگر که م شود دیده تعاریف، بررس با .٢ . ٢ . ٨ ملاحظه

⊚ .M ⊢ Y J/G/H(z)→ Y J/G/H(x)

.[۴] و [١١] م پذیریم اثبات بدون را زیر قضیه های .٢ . ٢ . ٩ تذکر

σ؛ −فرمول Σ1 هر برای −تمامیت: Σ1 (الف) •

.N ⊨ σ =⇒ PA ⊢ σ

باشیم داشته اگر باشد، x آزاد متغیر تنها با فرمول − Σ1 ی ϕ(x) اگر ر دی بعبارت

.PA ⊢ (∃x)ϕ(x) داریم: آنگاه N ⊨ (∃x)ϕ(x)

σ؛ −فرمول Σ1 هر برای صوری: −تمامیت Σ1 (ب) •

⊚ .PA ⊢ σ −→ □σ

سازگاری ۴ . ٢ . ٢

نشود. حاصل تناقض ی آن از اگر گویند سازگار را فرمول ها از از Σ مجموعه ی .٢ . ٢ . ١٠ تعریف

این غیر در .Σ ⊢ ¬α هم و Σ ⊢ α هم که طوری به نشود یافت α مانند فرمول ر، دی عبارت به

⊛ گویند. ناسازگار را Σ مجموعه صورت

ناتمامیت اول قضیه برای نیاز مورد فرض های بیان منظور به و گودل توسط ω‐سازگاری مفهوم
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این با نم کند. فراهم قضیه برای را شهودی و بهینه کاف حد به شرایط T ω‐سازگاری شد. تعریف

م کند. نفوذ هستیم، آن از استفاده به مجبور که موضوعات در قاطعانه بسیار بحث، این در وجود

ی موضع تابع نماد S و ثابت نماد 0 که {0, S} شامل زبان ی در T نظریه .٢ . ٢ . ١١ تعریف

متغیر تنها (با φ(x) فرمول هر برای هرگاه نامند سازگار سازگار − ω را ،n = SS . . . S(0) و است

باشد: برقرار زیر شرط حساب، زبان در (x آزاد

.T ⊬ ∃x¬φ(x) آنگاه T ⊢ φ(n) ،n ∈ N هر برای اگر

نباشد موجود (x آزاد متغیر تنها (با φ(x) فرمول اگر است سازگار − ω ،T نظریه ر دی عبارت به

.T ⊢ ∃x¬φ(x) حال عین در و T؛ ⊢ φ(n) باشیم داشته ،(n ∈ N) طبیع n هر برای که به طوری

ی سازگاری از اما م دهد، نتیجه نیز را نظریه آن سازگاری زیر، گزاره طبق نظریه ی ω−سازگاری

⊛ گرفت. نتیجه را آن −سازگاری ω نم توان نظریه

است. سازگار آنگاه باشد −سازگار ω ،T نظریه اگر .٢ . ٢ . ١٢ گزاره

صورت به را φ(x) فرمول و باشد x آزاد متغير يك شامل فقط B(x) فرمول م كنيم فرض برهان.

پس م باشد تناقض يك B(x) ∧ ¬B(x) كه م دانيم م گيريم. نظر در φ(x) = B(x) ∧ ¬B(x)

ω‐سازگار ،T فرض بنابه چون و ∀n ∈ N : T ⊢ ¬φ(n) بنابراين است. توتولوژى يك ¬φ(x)

⊠ است. سازگار T نظريه ی بنابراين .T ⊬ ∃xφ(x) پس است

ϕ(x) مانند 0∆‐فرمول هیچ اگر فقط و اگر گوییم 1‐سازگار را T حسابی نظریه .٢ . ٢ . ١٣ تعریف

.T ⊢ ϕ(m) نیز m ∈ N هر برای و T ⊢ ¬∀x ϕ(x) که نباشد موجود

موجود ϕ(x) مانند 0∆‐فرمول هیچ گاه هر گوییم 1‐سازگار را T حسابی نظریه معادل: به طور

⊛ .T ⊢ ¬ϕ(m) ،m ∈ N هر برای و T ⊢ ∃x ϕ(x) باشیم داشته همزمان به طور که نباشد

ثابت α و موضع ی تابع S آن در که L = {0, S, α} صورت به را L زبان .١۴ . ٢ . ٢ مثال

موضوع اصل زير فرمولهاى با T نظريه ی م كنيم فرض و گرفته نظر در است، صفر) (مخالف

باشد: شده
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(1) S(x) ̸= 0

(2) S(x) = S(y) −→ x = y

(3) S(α) = α

فرازبان در t روى استقراء با است، شده يل تش S و 0 از فقط كه t ترم هر برای صورت این در

يعن ،(3) شرط طبق طرف از و ((2) و (1) از استفاده (با T ⊢ ¬(S(t) = t) كه م شود ثابت

⊚ نیست. ω‐سازگار ،T بنابراین .T ⊢ ∃x(S(x) = x) داشت خواهيم ،S(α) = α

و Con(T) م نماییم. تعریف زیر صورت به را ω−Con(T) و 1−Con(T) و Con(T) حال

سازگار ترتیب به T که مفهوم این با م باشد حساب زبان در جملات ω−Con(T) و 1−Con(T)

مثال برای است. ω‐سازگار و 1‐سازگار و

Con(T)⇐⇒ ¬PrT(⌜0 = 1⌝)

و

ω−Con(T)⇐⇒ (∀x)
[
(∀y)PrT

(
x(ȳ)

)
→ ¬PrT

(
(∃x)¬x(y)

)]
تکرار بار y ،S وقت ȳ = SS...S(0)︸ ︷︷ ︸

y

(یعن م کند. مشخص را y شماره ی یا عدد ȳ آن در که

م شود).

نگاه ی در ناتمامیت ٢ . ٣

اتریش‐مجارستان پادشاه در برنو شهر در ١٩٠۶ آوریل ٢٨ (زاده  ی گودل کورت

ا) آمری نیوجرس ایالت پرینستون، شهر در ١٩٧٨ ژانویه ١۴ گذشته ی در ،
[
امروزی چ جمهوری

]
دکتری اش پایان نامه ، سال ٢٣ سن در ،١٩٢٩ سال در بود. اتریش فیلسوف و منطق دان ریاض دان،

محمولات حساب تمامیت گودل دکتری اش، پایان نامه در کرد. تمام هانس هان آقای راهنمایی با را

را ناتمامیت قضایای بود وین در هنوز که زمان و ١٩٣١ سال در بود. کرده اثبات را اول مرتبه

اصول بتوان چنانچه محاسبه پذیر، اصل موضوع نظام هر برای که بود کرده اثبات وی کرد. منتشر
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این سازگاری نم تواند باشد، سازگار نظام این اگر آنگاه کرد، بیان آن در را پئانو حساب موضوعه

کند. ثابت آن خود در را نظام

گودل ناتمامیت اول قضیه ٢ . ٣ . ١

که دارد وجود φ جمله ی باشد، حساب شامل صوری نظریه ی T که کنید فرض .٢ . ٣ . ١ قضیه

که: است گونه ای به و م کند بیان را خودش بودن اثبات ناپذیر

.T ⊬ φ آنگاه باشد سازگار T اگر (١)

.T ⊬ ¬φ آنگاه باشد −سازگار ω ،T اگر (٢)

گودل ناتمامیت دوم قضیه ٢ . ٣ . ٢

آن در که T ⊬ Con(T) آنگاه باشد، حساب شامل سازگار صوری نظریه ی T اگر .٢ . ٣ . ٢ قضیه

است. T سازگاری بیانگر Con(T)

قضیه ها ۴ . ٢

.١ . ۴ . ٢ قضیه

k هر برای .١

.M ⊬ Y J(k) آنگاه ،1− Con(M) اگر (الف)

.M ⊬ ¬Y J(k) آنگاه ،Con(M) اگر (ب)

k هر برای .٢

.M ⊬ Y G(k) آنگاه ،Con(M) اگر (الف)

.M ⊬ ¬Y G(k) آنگاه  ،1− Con(M) اگر (ب)
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.M ⊢ Y H(k) .٣

واضح (٢ . ٢ . ٧ تعریف به توجه (با آنگاه .M ⊢ Y J(k) که کنید فرض (الف) ، (١) برای برهان.

به توجه با که ،M ⊢ ¬Y J(k + 1) داریم 1 − Con(M) با لذا ،M ⊢ □(⌜¬Y J(k + 1)⌝) که است

است. تضاد در Y J(k) با ٢ . ٢ . ٨ ملاحظه

که است، M ⊢ (∃x > k)[¬□(⌜¬Y J(x)⌝)] معادل این .M ⊢ ¬Y J(k) که کنید فرض (ب)

دوم قضیه طبق پس است، سازگار M قضیه، فرض طبق زیرا
)

م کند. نقض را ناتمامیت دوم قضیه

در فوق خلف فرض از حاصله نتیجه با واین ،M ⊬ (∃x > k)[¬□(⌜¬Y J(x)⌝)] باید ناتمامیت

.
(
است تضاد

،M ⊢ ¬□(⌜Y G(k+1)⌝) که است واضح آنگاه .M ⊢ Y G(k) که کنید فرض (الف) ،(٢) برای

،M ⊢ □(⌜Y G(k + 1)⌝) ترتیب همین به و ،M ⊢ Y G(k+1) داریم ،٢ . ٢ . ٨ ملاحظه به توجه با اما

هم و م کند اثبات را □(⌜Y G(k + 1)⌝) هم ،M زمان هم زیرا
)

است. M سازگاری ناقض که

.
(
است M سازگاری نقض معنای به این و را، نقیض اش

و 1−سازگاری، توسط .M ⊢ (∃x > k)[□(⌜Y G(x)⌝)] پس .M ⊢ ¬Y G(k) کنید فرض (ب)

سازگاری، −1 دوباره ار بردن ب با و ،M ⊢ □(⌜Y G(x)⌝) که م آوریم بدست ،x برای Σ1‐تمامیت

است. ن غیر مم استدلال اول بخش به توجه با این و م آوریم، بدست را M ⊢ Y G(x)

(قضیه به توجه با و .M ⊢ □(⌜Y H(k)⌝) → Y H(k) که دهیم نشان م خواهیم (٣) برای

،(GD2) ،(GD1) توسط ،□(⌜Y H(k)⌝) کنیم فرض M در اگر .((۶ . ٢ . ٢) لم در لُب تعمیم یافته

داشت خواهیم

(γ) .□(⌜(∀x > k)[□(⌜Y H(x)⌝)]⌝)

است، فرمول Σ1 ی «x > k» که آنجا از و ،(GD3) توسط م گیریم. دلخواه ،M در را x > k عدد

داریم ،(GD2) ،(GD1) و ،(γ) توسط سپس .□(⌜x > k⌝) داریم

که م گیریم نتیجه ،(GD2) و (GD1) توسط لذا .□(⌜(∀z > x)[□(⌜Y H(z)⌝)]⌝)
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،Y H(k) پس .(∀x > k)[□(⌜Y H(x)⌝)] داریم بود، دلخواه x > k که آنجا از .□(⌜Y H(x)⌝)

لُب تعمیم یافته قضیه توسط آنجا، از و ،M ⊢ □(⌜Y H(k)⌝) → Y H(k) م دهد نتیجه فرض با که

⊠ .M ⊢ Y H(k) داریم ،(۶ . ٢ . ٢)

آنگاه یرید. ب آزاد متغیر ی را k .٢ . ۴ . ٢ قضیه

.M ⊢ Con(M)↔ Y G(k)

١ . ۴ . ٢ قضیه ،٢ قسمت استدلال از راست، به چپ برای است. واضح چپ به راست استدلال برهان.

فرض M در ،Con(M) کردن رد برای پس، باشد. دلخواه M در x > k کنیم فرض م کنیم، استفاده

داریم ،(GD2) و (GD1) توسط اینجا از پس .□(⌜Y G(x)⌝) م کنیم

م گیریم نتیجه (GD3) توسط آن از که .□(⌜Y G(x)⌝) همچنین ،□(⌜¬□(⌜Y G(x + 1)⌝)⌝)

فرض به توجه با بنابراین، م دهند. نتیجه را ¬Con(M) هم با این دو .□(⌜□(⌜Y G(x + 1)⌝)⌝)

داریم، x > k بودن دلخواه از .Con(M) → ¬□(⌜Y G(x)⌝) داریم کردن عکس نقیض با و

نتیجه سورها استاندارد قاعده بردن ار ب با بنابراین ،(∀x > k)[Con(M) → ¬□(⌜Y G(x)⌝)]

⊠ .Con(M)→ Y G(k) پس .Con(M)→ (∀x > k)[¬□(⌜Y G(x)⌝)] که م گیریم

آنگاه یرید، ب آزاد متغیر  ی را k .٣ . ۴ . ٢ قضیه

.M ⊢ Con(M)↔ ¬Y J(k)

که کنیم فرض راست، به چپ برای است. واضح چپ به راست استدلال برهان.

داریم (GD2) و (GD1) توسط پس .□(⌜¬Y J(x)⌝) و بوده دلخواه M در x > k

قضیه دوم صوری حالت بردن ار ب با .□Con(M) آنجا از و ،□(⌜(∃y > x)[¬□(⌜¬Y J(y)⌝)]⌝)

پس، م شود. استنباط ¬Con(M) بنابراین ،□(⌜Con(M)⌝) → ¬Con(M) م گیریم، نتیجه گودل

x > k این که به توجه با .Con(M)→ ¬□(⌜Y J(x)⌝) داریم، عکس نقیض کردن و فرض به توجه با

نتیجه مستقیماً لذا ،Con(M) → (∀x > k)[¬□(⌜¬Y J(x)⌝)] که است واضح است، دلخواه

⊠ .Con(M)→ ¬Y J(k) نتیجه در و ،Con(M)→ (∃x > k)[¬□(⌜¬Y J(x)⌝)] م گیریم
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یابلو دنباله صوری سازی

۴٠
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مقدمه

«اثبات پذیری» از «صدق» ر عمل جای به یابلو پارادکس در هرگاه که م کنیم بررس فصل این در

جملات از مناسبی دنباله های قطری سازی، روش از استفاده با م افتد. اتفاق چه کنیم استفاده

سازگار، و قوی کاف اندازه به نظریه هیچ توسط دنباله ها این حقیقت، در شوند. ساخته م توانند

جمله ای چنین هر کند، ارضا را اثبات پذیری شرایط اثبات پذیری، محمول هرگاه نیستند. تصمیم پذیر

با جملات این گونه دو هر بنابراین بود. خواهد معادل گودل جمله با و سازگاری با اثبات پذیر به طور

هستند. معادل اثبات پذیر بطور ر دی ی

اثبات پذیری با صدق ر عمل زین جای ٣ . ١

کاربرد با را گودل جملات و گرفته نظر در را ریاض نظریه چندین ناتمامیت که است این  اول روش

نادرست بر اذعان دروغگو جمله کنیم. مقایسه یابلو پارادکس از مختلف سازی های صوری در آنها

است: صورت بدین و دارد خود

است. (λ)نادرست جمله (λ)

گودل (جمله دارد خودش بودن اثبات ناپذیر به اذعان نحو) مناسب (رمزنگاری گودل جمله ی

م آید): به دست دروغگو جمله در « «درست جای به «اثبات پذیری» واژه ذاری جای از

سیستم). (در نیست (G)اثبات پذیر جمله (G)

ی به (دروغگو) پارادکس ی تبدیل از حقیقت در گودل ناتمامیت پدیده که م بینیم بنابراین،

منطق در رایج و تکامل روند ی ریاض قضایای به پارادکس ها تبدیل م شود١. حاصل قضیه

کرده، مشاهده نزدی ارتباط ی دروغگو پارادکس و قضیه این مابین گودل که ا ست این شایع نسبتاً پدیده ١ی

در (Semantic) معنایی پارادکس های ر دی است. بسته نقش ذهنش در پارادکس ها از الهام این که م رسد نظر به و
به گودل ناتمامیت دوم قضیه اثبات در گرلینگ پارادکس جمله، این از .[۶] دارند کاربرد ناتمامیت (اثبات) برهان های
راسل پارادکس صوری سازی از نتیجه ای ندارد وجود ZFC در ( ان (هم کل مجموعه هیچ که اثبات در م رود. کار
نتیجه ای بتوان که ندارد وجود مرتب تماماً مجموعه هیچ آن، نتیجه ی و هارتق قضیه طبق اما و کرد، مشاهده م توان را

کرد. مشاهده آن در را ‐فورت بورال صوری سازی از
ندارد. وجود نگران مورد این در و نیست، لازم تمامیت در گودل اصل اثبات برای ( (درست صحت فرض البته،
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م توان جمله آن از که است داده رخ ریاض منطق در بارها و بارها روند این م باشد. ریاض

نظریه در قضیه ای به راسل پارادکس تبدیل گودل، ناتمامیت قضیه به دروغگو پارادکس تبدیل به

ناتمامیت دوم قضیه اثبات برای ناگهان آزمون پارادکس و گرلینگ پارادکس از استفاده و مجموعه ها

م دهیم: قرار مناسب استدلال های مقایسه و طرح با کرد. اشاره گودل،

¬Tr(λ)

��

(excluded middle) Tr(λ)

��
¬(λ)

��

(Schema T) (λ)

��
Tr(λ) content of (λ) ¬Tr(λ)

دروغگو پارادکس کل نمای :٣ . ١ ل ش

داشت. خواهیم را فوق ل ش دهیم نمایش کل نمای ی در را دروغگو پارادکس بخواهیم اگر

بودن درست ادعای با دقیقاً (λ) بودن نادرست ادعای دروغگو، جمله در م شود دیده که همان طور

داریم. پارادکس وضوح به بنابراین است، معادل آن

نظریه درست فرض با کنیم، عوض «اثبات پذیری» با را «صدق» جای اگر که این است سوال حال

داد؟ خواهد رخ اتفاق چه بحث، مورد

¬Prov(G)

??

��

(excluded middle) Prov(G)

(Soundness)
��

(G)

(Content of(G))

��
¬Prov(G)

صدق جای به اثبات پذیری :٣ . ٢ ل ش
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این بر فرض زیرا نم دهد، انجام کاری پس زمینه چپ طرف برود، میان از راست طرف که مادام

عبارت به کرد). استنتاج را ¬Prov(ϕ) نم توان ¬ϕ از مثال (برای باشد اثبات پذیر صدق، که نبود

به بحث مورد نظریه درست همراه به (G جمله (اثبات پذیری Prov(G) گرفتن نظر در با ر، دی

چیزی هیچ به ¬Prov(G) فرض که حال در است. تناقض ی که م رسیم ¬Prov(G) به سرعت

بنابراین و نکرده ایم فرض را صدق گزاره اثبات پذیری ما که است دلیل بدین این و نم شود ختم

این پارادکس، ی داشتن جای به لذا رسید. Prov(G) به نتیجه در و ¬G به ¬Prov(G) از نم توان

حالت برای شرایط همین دقیقاً نیست. اثبات پذیر نظر مورد نظریه در G که م گیریم نتیجه فقط بار

زیر): ل (ش است برقرار م گیریم نظر در را Prov(¬G) که

¬Prov(¬G)

??

��

(excluded middle) Prov(G)

(Soundness)
��
¬G

(Content of(G))
��

¬¬Prov(G)

classical logic
��

Prov(G)

soundness
��
G

صدق جای به اثبات پذیری :٣ . ٣ ل ش

که گرفت نتیجه را G م توان راحت به ¬G اثبات پذیری از که م بینیم فوق ل ش به توجه با

¬G اگر ر، دی عبارت به است. تناقض ی این و (¬Prov G (یعن نیست اثبات پذیر G م گوید

منجر ¬G اثبات  پذیری فرض ر، دی طرف از گرفت. نتیجه را G درست م توان باشد اثبات پذیر

اثبات قابل بحث مورد سیستم در ¬G و G جملات از کدام هیچ بنابراین و م شود تناقض ی به
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برای آنگاه باشد ما بحث مورد نظریه T اگر حقیقت (در نم دهد. رخ پارادکس هیچ ول نیستند

.(T ⊬ ¬G و T ⊬ G داریم: G جمله

ری دی پارادکس آیا دارد: عمومیت حد چه تا پدیده این که م رسد ذهن به جا این در سوال این

استفاده «اثبات پذیری» واژه از آن در «صدق» جای به اگر که دارد وجود دروغگو پارادکس به شبیه

سوال، این پاسخ به رسیدن برای بعد بخش در شود؟ ریاض منطق در قضیه ی به منجر کنیم

قرار بحث مورد را دارد، اساس تفاوت ر دی پارادکس های با م رسد نظر به که یابلو، پارادکس

داد. خواهیم

فرمول بندی ی یابلو: پارادکس ٣ . ٢

نامتناه دنباله ی شد. فرمول بندی و معرف یابلو توسط [٢٣] در بار اولین یابلو پارادکس

که: طوری به م گیریم نظر در را جملات از s0, s1, s2, s3, · · ·

s0 = ‘∀x(P1(x) −→ ¬Tr(x)),,

s1 = ‘∀x(P2(x) −→ ¬Tr(x)),,

s2 = ‘∀x(P3(x) −→ ¬Tr(x)),,

...

تعبیر n = 1, 2, 3, . . . ازای به Pn و است، ( (درست صدق محمول همان Tr آن در که

هستند. نادرست sjها تمام j > i برای که م گوید si هر بنابراین، دارد. را {sn, sn+1, sn+2, . . .}

همان جمله از s1 (که است نادرست sk ،k > 0 هر برای آنگاه باشد. درست s0 کنید فرض اکنون

همان این اما است. نادرست k > 1 هر ازای به sk بنابراین، است). نادرست لذا و فرمول هاست

s0 که کنید فرض تناقض. است. درست همه از پس s1 رو این از م شود، گفته s1 که است چیزی

را استدلال این م توان اما است. درست sk که طوری به است موجود k > 0 ی است. نادرست



۴۵ یابلو دنباله صوری سازی .٣ فصل

یا درست را s0 که نیست مهم این م رسیم. تناقض ی به sk در باره دو تکرار با اکنون کرد، تکرار

داریم. پارادکس١ بنابراین م خوریم. بر تناقض ی به صورت هر در کنیم فرض غلط

سطح استدلال ی اثبات پذیری، با همراه یابلو پارادکس ٣ . ٣

که م کنیم بررس و گرفته نظر در قوی کاف اندازه به زبان ی در حساب نظریه ی را T اکنون

استدلال از نوع ابتدا م افتد؟ اتفاق چه م شود یابلویی دنباله ی در Prov زین جای Tr وقت

استدلال از اطمینان بدون و جزئیات به توجه بدون که شد، خواهد توصیف دقیق غیر بطور پیچیده

شود. داده نمایش م تواند سیستم درون

گونه ای به م دهیم. گسترش «f » جدید تابع نماد افزودن با را حساب استاندارد زبان حال

زین جای با (البته م دهد. بدست را یابلو جمله nامین گودل عدد ،n طبیع عدد هر به f تابع که

:((Tr) درست محمول جای به (Prov) اثبات پذیری

f(n) = ⌜∀x > n ¬Prov(f(x))⌝ (٣ . ١)

م رود). کار به n مبنای بر عددی برای n (نماد

: یعن م کند. اثبات را f(n) گودل عدد با فرمول T نظریه کنید فرض اکنون

.T ⊢ ∀x > n ¬Prov(f(x)) (٣ . ٢)

گیریم: م نتیجه م کند اثبات را (٣ . ١) معادله شده ضعیف T نظریه که این از

.T ⊢ ∀x > n+ 1 ¬Prov(f(x)) (٣ . ٣)

مستقیم خودارجاع صریح کاربرد بر که معمول دروغگومانندِ پارادکس های برخلاف که م کنیم توجه این جا ١در

این که سوال این نیست. خودارجاع یا دور هیچ شامل که م رسد نظر به یابلو پارادکس هستند، مبتن غیرمستقیم یا
.[٢٢ ،١٧ ،١٩ ،٢] مانند است گرفته قرار اخیراً زیادی مقالات بحث مورد است خودارجاع بدون واقعاً آیا پارادکس
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م کند: ثابت را (٣ . ٢ ) معادله از خاص نمونه ی این و

.T ⊢ ¬Prov(f(n+ 1)) (۴ . ٣)

م دهد. نشان را f(n+ 1) گودل عدد با فرمول اثبات پذیری دقیقاً (٣ . ٣) رابطه طرف از ول

T نظریه است، قوی کاف اندازه به T نظریه که این فرض با ،T نظریه از قضیه هر برای همچنین،

(٣ . ٣) معادلات از بنابراین، کنید). رجوع (۵ . ۴ . ٣) حقیقت (به م کند ثابت نیز را آن اثبات پذیری

م آوریم: دست به (٣ . ١) و

.T ⊢ Prov(f(n+ 1))

بنابراین، است. ناسازگار T نظریه که م دهد نشان (۴ . ٣) رابطه همراه به رابطه این حال، بهر

را f(n) گودل عدد با فرمول T نظریه و است نادرست (٣ . ٢) معادله باشد، ناسازگار T نظریه اگر

نم کند. ثابت

چه آنگاه کند ثابت را f(n) گودل عدد با فرمول نقیض T نظریه اگر که ببینیم داریم قصد حال

کنید فرض م دهد. رخ اتفاق

.T ⊢ ¬∀x > n ¬Prov(f(n+ 1)) (۵ . ٣)

بنابراین

.T ⊢ ∃x > n Prov(f(n+ 1)) (۶ . ٣)
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که١: دارد وجود mای لذا

.T ⊢ Prov(f(m)) (٣ . ٧)

ثابت نیز را f(m) فرمول خود پس م کند ثابت را f(m) فرمول اثبات پذیری ،T نظریه چون حال

بنابراین کنید). رجوع (١١ . ۴ . ٣) قضیه (به .T ⊢ f(m) یعن کرد، خواهد

.T ⊢ ∀x > m ¬Prov(f(x)) (٣ . ٨)

ببریم، کار به (٣ . ٨) معادله برای کردیم استفاده (٣ . ٢) معادله در که را استدلال همان اگر حال

فرمول ،T نظریه و هستند. نادرست (۵ . ٣ و ٣ . ٢) معادله های دو هر لذا م رسیم. تناقض به باره دو

Y را f(n) گودل عدد با فرمول اگر خلاصه، (بطور نم کند. تصمیم گیری را f(n) گودل عدد با

.(T ⊬ ¬Y و T ⊬ Y آنگاه بنامیم

اضافه از که داریم قصد ما حقیقت در نیست. رضایت بخش ول بود جالب بسیار فوق استدلال

است این هدف مان و نماییم (اجتناب) پرهیز حساب استاندارد زبان به جدید تابع نماد نمودن

در شدن دقیق تر منظور به دهیم. انجام حساب استاندارد زبان در را استدلال مان و فرمول بندی که

به را داشت خواهیم نیاز آنها به بعدی بخش های در که منطق از فرضیات و مقدمات استدلال ها،

م دهیم. ارایه اثبات بدون و مختصر صورت

نیاز مورد اساس نتایج برخ ۴ . ٣

منظور به قسمت این در دارد. آشنایی گودل اثبات های کل مفاهیم با خواننده که م کنیم فرض ما

و تعاریف پیشنیازها، م کنیم سع داشت، خواهیم نیاز آنها به ادامه در که مطالبی بودن دسترس در

(١٣ . ۴ . ٣ ) قضیه و ( ٣ . ۴ . ٣) (قضیه م گردد “Prov,, فرمول ویژه خواص پایه بر گام این مانع و جامع دقیق ١برهان

طوری که به m مانند عددی باشد داشته وجود آنگاه ،T ⊢ ∃xφ(x) اگر که نیست درست کل حالت در این ببینید). را
.T ⊢ φ(m)
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برای و داده ارایه اثبات بدون را قضایا این اکثر نماییم. ارایه را گودل اثبات های در اساس قضایای

م دهیم. ارجاع [٢٠] به را خواننده بیشتر، جزییات دیدن

زیر شرایط هرگاه م نامیم اصل پذیر٢ ابتدایی بازگشت صورت به را T حسابی نظریه .١ . ۴ . ٣ تعریف

باشند: برقرار

باشد. مقدمات بازگشت T‐جمله، هر و T‐فرمول هر گودل عدد (i)

باشد. مقدمات بازگشت ،T در اصل هر گودل عدد (ii)

باشد. مقدمات بازگشت ،T در اثبات هر گودل عدد (iii)

و بوده اصل پذیر بازگشت صورت به سازگار، اگر تنها و اگر م نامیم خوب٣ را T حسابی نظریه

حسابی نظریه ی روی بر ما تمرکز قسمت این در باشد. Q رابینسون حساب از توسیع همچنین

⊛ است. خوب نظریه ی م کنیم فرض که م باشد پئانو) حساب زبان (در T دلخواه

یا آنها خود یا (یعن م کند تصمیم گیری را 0∆‐جملات همه ،T خوب نظریه ی .٢ . ۴ . ٣ قضیه

م کند). ثابت را نقیض شان

⊠ ببینید. را [٢٠] مرجع برهان.

ر، دی عبارت به نماید. بیان را نظریه در «اثبات» م تواند T نظریه زبان که باشید داشته توجه

در نتیجه در و Q در T‐اثبات پذیری نشان دهنده که طوری به است موجود PrfT(x, y) 0∆‐فرمول

باشد فرمول هایی از دنباله ی گودل عدد n اگر فقط و اگر است برقرار PrfT(m,n) م باشد. T

است. m گودل عدد با فرمول برای اثبات ی که

،n و m هر برای .٣ . ۴ . ٣ قضیه

.Q ⊢ PrfT(m,n) آنگاه ،PrfT(m,n) اگر (1)

.Q ⊢ ¬PrfT(m,n) آنگاه ،¬PrfT(m,n) اگر (2)

٢Primitive Recursive Axiomatized
٣Nice
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⊠ م شود. نتیجه PrfT بودن ∆0 از برهان.

صورت به و داده نمایش ProvT(x) خاصیت با را T نظریه در اثبات پذیری خاصیت بعد، به این از

م شود: تعریف زیر

ProvT(x) =def ∃y PrfT(y, x)

ی ProvT(x) است، واضح م کند. بیان را T‐اثبات پذیری از ( (خاصیت ویژگ ProvT بنابراین،

وقت ها بعض و T نظریه زبان درون در اوقات گاه ProvT از ما پس، این (از است. Σ1‐فرمول

نظریه ی در را اثبات پذیری (محمول) گزاره نیز وقت ها بعض کرد. خواهیم استفاده آن از بیرون در

مشخص منظورمان متن محتوای از که داریم اطمینان ما اما آورد. خواهیم نسبی صورت به معین

کنید: ملاحظه را زیر شرح شد.) خواهد

T نظریه از قضیه ی گودل عدد m م کند: بیان را اثبات پذیری ProvT محمول .۴ . ۴ . ٣ حقیقت

را T در اثبات پذیری محمول این حال، این با است. درست ProvT(m) که وقت درست است

درست ،¬ProvT(m) اگر m هر برای که نیست گونه این دهد: نمایش کامل) طور (به نم تواند

⊖ .T ⊢ ¬ProvT(m) آنگاه باشد

م آوریم: بعدی قسمت در که دارد ویژه ای خواص ،ProvT شده استاندارد ل ش

داریم: PA ⊆ T هر برای اثبات پذیری): (شرایط .۵ . ۴ . ٣ حقیقت

.T ⊢ ProvT(⌜ϕ⌝) آنگاه T ⊢ ϕ اگر (D1)

.T ⊢ ProvT(⌜ϕ→ ψ⌝) −→
(
ProvT(⌜ϕ⌝)→ ProvT(⌜ψ⌝)

)
(D2)

⊖ .T ⊢ ProvT(⌜ϕ⌝) −→ ProvT
(
⌜ProvT(⌜ϕ⌝)⌝

)
(D3)

را (شماره ای) عددی که است ترم ،ż ترم م کنیم. استقاده ففرمن۴ نقطه ای نماد از ما

هر برای همچنین، دارد. بستگ z بفرد) (منحصر ویژه ی انتخاب به و م دهد. نشان z برای

از زمان و م باشد ProvT(ϕ(ż)) یا ProvT(ϕ(z)) همان ProvT
(
sub(⌜ϕ(x)⌝, ż)

)
از منظور ،ϕ

۴S. Feferman
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حقیقت، در باشیم. داشته تاکید z متغیر بودن آزاد بر که م کنیم استفاده ProvT
(
sub(⌜ϕ(x)⌝, ż)

)
شوند. داده تعمیم م توانند اثبات پذیری شرایط استاندارد، اثبات پذیری محمول برای

آنگاه ،T ⊢ ϕ(x) اگر باشد. PA از توسیع و خوب نظریه ی T که کنید فرض .۶ . ۴ . ٣ حقیقت

سوم شرط و یافته، گسترش آزاد متغیر با فرمول های به (D2) همچنین، .T ⊢ ProvT(⌜ϕ(ẋ)⌝)

⊖ م یابد. تعمیم T ⊢ ProvT(⌜ϕ(ẋ)⌝) −→ ProvT
(
⌜ProvT(⌜ϕ(ẋ)⌝)⌝

)
به اثبات پذیری

از نظریه) ی (درون انتقال تایید منزله ی به این م شود، اعمال (۵ . ۴ . ٣) حقیقت  که مواردی در

به و ProvT(⌜ϕ⌝) −→ ProvT(⌜ψ⌝) به ϕ −→ ψ

شود). پرداخته آزاد متغیرهای به کم باید (البته، است ProvT(⌜ϕ⌝) −→ ProvT(⌜ProvT(⌜ϕ⌝)⌝)

م بریم. کار به (٢ . ٣ . ۴) قضیه در برهان مان در را آنها و م گوییم، K٢ و K١ ترتیب به را انتقال این ما

جایی م کنیم، تعریف ¬ProvT(⌜0 ̸= 0⌝) با و داده، نمایش Con(T) با را T نظریه سازگاری

خواهیم استفاده Con از وقت ادامه در م باشد. مناسب T‐اثبات پذیری محمول ی ProvT که

نشان بیش و کم بعدی قضیه شود. روشن متن از T نظریه شده ی مشخص نظریه اطلاعات که کرد

کنیم. استفاده تناقض چه از که کند نم فرق هیچ سازگاری، مشاهده هنگام که م دهد

،ϕ فرمول هر برای آنگاه باشد. PA از توسیع و خوب نظریه ی T گاه هر .٧ . ۴ . ٣ قضیه

.T ⊢ [ProvT(ϕ) ∧ ProvT(¬ϕ)] ≡ ¬Con(T)

کردن نقیض عکس با حال .T ⊢ Con(T) ≡ ¬ProvT(⊥) داریم Con(T) تعریف طبق برهان.

م باشد،
(
(ϕ)∧ (¬ϕ)

)
≡ (⊥) این که به توجه با .T ⊢ ProvT(⊥) ≡ ¬Con(T) داریم فوق فرمول

معادل اثبات پذیری شرایط طبق این و .T ⊢
[
ProvT

(
(ϕ) ∧ (¬ϕ)

)]
≡ ¬Con(T) داریم پس

⊠ است. T ⊢ [ProvT(ϕ) ∧ ProvT(¬ϕ)] ≡ ¬Con(T)

است: این بود خواهد مفید ‘Con’ برای که ری دی قضیه

آنگاه باشند، برقرار اثبات پذیری شرایط و بوده خوب نظریه ی T گاه هر .٨ . ۴ . ٣ قضیه
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است. T نظریه گودل جمله همان GT آن در که ،T ⊢ Con(T) ≡ GT (i)

.T ⊢ ¬ProvT(⌜ϕ⌝) −→ Con(T) داریم: ϕ هر برای (ii)

جمله نماد GT که کنیم فرض داریم همواره را زیر اصل دو گودل جمله مورد در (i) برهان.

باشد. گودل

(G1) T ⊢ GT → ¬ProvT(⌜GT⌝)

(G2) T ⊢ ¬ProvT(⌜GT⌝)→ GT

حال

[T ⊢ Con(T) ≡ GT] ≡
[(
T ⊢ Con(T)→ GT

)
∧
(
T ⊢ GT → Con(T)

)]
(1) T ⊢ ¬ProvT(⌜GT⌝) −→ Con(T) قضیه همین دوم قسمت از

(2) T ⊢ GT → ¬ProvT(⌜GT⌝) (G1) از

(3) T ⊢ GT → Con(T) (2) و (1) از

ارضا اثبات پذیری شرایط بوده خوب نظریه ی T که م کنیم فرض دوم قسمت اثبات برای

م کنیم. استفاده زیر نکته از همچنین شوند.

جمله ی GT چون و است، Con(T) ≡ ¬ProvT(⌜0 ̸= 0⌝) این که به توجه با .٩ . ۴ . ٣ نکته

داریم: لذا شود، اثبات شده داده سیستم در نم تواند گودل جمله که آن جایی از است. گودل

△ Con(T) ≡ ¬ProvT(GT).

(4) T ⊢ Con(T) −→ ¬ProvT(⌜GT⌝) فوق نکته طبق

(5) T ⊢ ¬ProvT(⌜GT⌝)→ GT (G2) از

(6) T ⊢ Con(T)→ GT (5) و (4) از
که: م گیریم نتیجه (6) و (3) از لذا

.T ⊢ Con(T)↔ GT
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داریم: م بریم، کار به “(0 = 1)” یعن تناقض نماد عنوان به “ ⊥” نماد (ii)

ϕ هر برای

(١) T ⊢⊥→ ϕ تناقض تعریف

(٢) T ⊢ ProvT
(
⌜⊥→ ϕ⌝

)
(D1) با (١) از

(٣) T ⊢ ProvT(⌜⊥⌝)→ ProvT(⌜ϕ⌝) (D2) با (٢) از

(۴) T ⊢ ¬Prov(⌜ϕ⌝)→ ¬ProvT(⌜⊥⌝) (٣) کردن نقیض عکس با

(۵) T ⊢ ¬ProvT(⌜ϕ⌝)→ Con(T) سازگاری تعریف از

داریم: Con(T) تعریف طبق که است برقرار جهت این از (۴) مرحله

⊠ .Con(T) ≡ ¬ProvT(⌜⊥⌝)

اگر ،ϕ مانند Σ1‐جمله هر برای هرگاه م نامیم Σ1‐درست را T حسابی نظریه .١٠ . ۴ . ٣ تعریف

⊛ .(N ⊨ ϕ (یعن باشد حساب استاندارد مدل در درست جمله ی ϕ آنگاه T ⊢ ϕ

آنگاه T ⊢ ProvT(⌜ϕ⌝) اگر صورت این در باشد، ω‐سازگار نظریه ی T گاه هر .١١ . ۴ . ٣ قضیه

.١T ⊢ ϕ

داریم یعن این .T ⊢ ProvT(⌜ϕ⌝) همچنین و بوده، ω‐سازگار ،T نظریه که کنید فرض برهان.

چنین ،m هر برای آنگاه .T ⊬ ϕ که کنید فرض خلف (برهان) با حال .T ⊢ ∃y PrfT(y, ⌜ϕ⌝)

∆0 فرمول PrfT و بوده خوب نظریه ی T که آنجایی از .PrfT(m, ⌜ϕ⌝) باشیم داشته که نیست

PrfT نظریه بودن ω‐ناسازگار معن به این و .T ⊢ ¬PrfT (m, ⌜ϕ⌝) داریم، m هر برای م باشد،

⊠ است. فرض خلاف این و است،

اگر وتنها اگر است 1‐سازگار ،T آنگاه باشد، خوب حسابی نظریه ی T گاه هر .١٢ . ۴ . ٣ قضیه

باشد. Σ1‐درست

خوبی نظریه هیچ شویم. قایل تمایز ProvT(⌜ϕ⌝) −→ ϕ اصل بازتابی نمونه های اثبات و مطلب این بین ١باید

کند. ثابت را بازتابی اصل نمونه های تمام نم تواند
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نظریه ی T که کنید فرض حال این با باشد، Σ1‐درست نظریه ی T کنید فرض برهان.

،T ⊢ ∃xϕ(x) که است موجود ϕ(x) مانند 0∆‐فرمول یعن 1‐ناسازگار باشد. 1‐ناسازگار

را 0∆‐فرمول هر خوب نظریه های که آنجایی از .T ⊢ ¬ϕ(m) داریم m مانند عددی برای اما

ناسازگاری باعث که ،T ⊢ ϕ(m) داریم .(٢ . ۴ . ٣ قضیه (طبق م کنند تصمیم گیری صحیح طور به

آنگاه باشد، Σ1‐درست و بوده سازگار) (لذا خوب نظریه ی T هرگاه این رو از م شود، T نظریه

خوب 1‐سازگار نظریه ی T که کنید فرض قضیه، عکس اثبات برای باشد. نیز 1‐سازگار باید

برخ باید T نظریه 1‐سازگاری، توسط م باشد. 0∆‐فرمول ی ϕ آن در که ،T ⊢ ∃xϕ(x) و بوده

این غیر (در باشد درست باید ¬ϕ(m) لذا کند، ثابت را ¬ϕ(m) نوع از ساخت خوش فرمول های از

باشد درست باید ϕ(m) بنابراین .((٢ . ۴ . ٣ قضیه (طبق م کرد اثبات را ϕ(m) باید T نظریه صورت

⊠ است. Σ1‐درست ،T نظریه پس است. درست ∃xϕ(x) نتیجه در و

صورت این در باشد، خوب 1‐سازگار نظریه ی T و Σ1‐فرمول ی ϕ(x) گاه هر .١٣ . ۴ . ٣ قضیه

با فرمول های برای م تواند نتیجه (این .T ⊢ ϕ(m) که دارد وجود mای آنگاه T ⊢ ∃x ϕ(x) اگر

یابد). تعمیم نیز بیشتر آزاد متغیرهای تعداد

م کنیم. ثابت اینجا در است مهم برهان ها بیشتر در و نبوده واضح قضیه این آنجایی که از

T که م دهد نشان (١٢ . ۴ . ٣) قضیه باشد، خوب 1‐سازگار نظریه ی T م کنیم فرض برهان.

Σ1‐فرمول ی ϕ(x) گاه هر .T ⊢ ∃x ϕ(x) کنیم فرض حال م باشد. Σ1‐درست نظریه ی

مدل در ∃x ϕ(x) که م دهد نتیجه Σ1‐درست بنابراین است. چنین نیز ∃x ϕ(x) آنگاه باشد

داریم که طوری به است موجود m مانند (استاندارد) عدد ی درنتیجه، است. درست استاندارد

کنیم: فرض زیر صورت به را ϕ(m) م توانیم .ϕ(m)

∃x1, x2, . . . , xk ϕ
′
(m,x1, x2, . . . , xk)

استاندارد اعداد لذا است، درست استاندارد مدل در آنجایی که از است. 0∆‐فرمول ی ϕ′ آن در که

مدل در ϕ
′
(m,n1, n2, . . . , nk) که طوری به موجودند وجودی سورهای برای n1, n2, . . . , nk
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داریم: (٢ . ۴ . ٣) قضیه طبق نتیجه، در است. برقرار استاندارد

T ⊢ ϕ′
(m,n1, n2, . . . , nk) (٣ . ٩)

م آوریم: دست به اول مرتبه منطق از

T ⊢ ϕ(m) (٣ . ١٠)

⊠ م شود. تمام برهان که

م شود: تقویت به زیر صورت به (١١ . ۴ . ٣) قضیه ،(١٣ . ۴ . ٣) قضیه کم با

T ⊢ ProvT(⌜ϕ⌝) اگر صورت این در باشد، خوب 1‐سازگار نظریه ی T گاه هر .١۴ . ۴ . ٣ قضیه

.T ⊢ ϕ آنگاه

،T ⊢ ProvT(⌜ϕ⌝) م کنیم فرض آنگاه باشد خوب و 1‐سازگار نظریه Tی که م کنیم فرض برهان.

داریم m مانند عددی هر برای آنگاه .T ⊬ ϕ که کنیم (خلف) فرض .T ⊢ ∃vPrfT(v, ⌜ϕ⌝) یعن

لذا م باشد، 0∆‐فرمول ی PrfT و است خوب نظریه ی T که آنجایی از .¬PrfT(m, ⌜ϕ⌝)

تناقض در T نظریه بودن 1‐سازگار با این اما .T ⊢ ¬PrfT(m, ⌜ϕ⌝) mداریم مانند عددی هر برای

⊠ است.
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یابلو دنباله گودل سازی

۵۵
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مقدمه

شرایط اثبات پذیری، محمول هرگاه که م بینیم قبل فصل مطالب از استفاده با فصل این در

معادل گودل جمله با و سازگاری با اثبات پذیر به طور جمله ای چنین کند،هر ارضا را اثبات پذیری

مطلب همین هستند. معادل اثبات پذیر به طور ر دی ی با جملات این گونه دو هر بنابراین بود. خواهد

و کرده بررس را یابلو جملات ارزی هم و است. برقرار یابلو پارادکس در حسابی سازی وجود برای

م کنیم. بررس نیز را راسر اثبات پذیری محمول در رفته به کار صوری سازی علاوه، به

اثبات پذیری با یابلو دنباله سازی حسابی ١ . ۴

م کنیم: تعریف زیر صورت به را ϕ(x, y) فرمول

ϕ(x, y) =def ∀z [z > x→ ¬ProvT(sub(y, ż))] (١ . ۴)

نشان دهنده sub(a, b) تابع که م شود (یادآور م باشد. ذاری جای تابع همان sub از منظور آن در که

متغیر با A(x) فرمول گودل عدد a اگر که معن بدین است؛ a گودل عدد با فرمول در b زین جای

ϕ(x, y) حقیقت، در است.) A(b) عبارت گودل عدد sub(a, b) آنگاه باشد، عدد ی b و x آزاد

نیست. اثبات قابل ż متغیر با y گودل عدد با فرمول است، x از بزرگ تر که z عدد هر برای که م گوید

روی را تعمیم یافته قطری سازی و (١٣ . ۴ . ٣) قضیه اگر یرید. ب نظر در را T خوب نظریه حال

که١: طوری به است موجود یابلو) دنباله (اثبات پذیری Y (x) فرمول آنگاه نماییم اعمال ϕ فرمول

T ⊢ Y (x) ≡ ∀z
[
z > x→ ¬ProvT

(
sub(⌜Y (x)⌝, ż)

)]
(٢ . ۴)

به [١۵] کتلند توسط و [١٩] پریست توسط صدق) محمول حاوی فرمول برای (اما یابلو دنباله ساخت روش ١این
به اثبات پذیری محمول از استفاده که م کند اشاره خود مقاله از ۴ پاورق در پریست همچنین است. شده گرفته کار

م شود. منجر ناتمامیت اول قضیه اثبات
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این، بر علاوه .T ⊬ Y (n) ،n هر برای آنگاه باشد، خوب حسابی نظریه ی T اگر .١ . ١ . ۴ قضیه

روابط از شده ساخته فرمول همان Y (n)) .T ⊬ ¬Y (n) آنگاه باشد 1‐سازگار نظریه ی T اگر

م باشد). T نظریه اثبات پذیری محمول از استفاده با (٢ . ۴) و (١ . ۴)

که است موجود nای کنید فرض خلف برهان از استفاده با قضیه، اول قسمت اثبات برای برهان.

(٢ . ۴) رابطه از استفاده با شد. خواهد منجر تناقض به فرض این که م دهیم نشان .T ⊢ Y (n

داریم١:

T ⊢ ∀z [z > n→ ¬ProvT(Y (z))] (٣ . ۴)

که: م گیریم نتیجه همزمان طور به (٣ . ۴) رابطه از

T ⊢ ¬ProvT
(
Y (n+ 1)

)
(۴ . ۴)

و

T ⊢ ∀z
[
z > n+ 1→ ¬ProvT(Y (z))

]
(۵ . ۴)

که: م کند ایجاب (٢ . ۴) رابطه به توجه با (۵ . ۴) رابطه اما

T ⊢ Y (n+ 1) (۶ . ۴)

م کند: ایجاب (D1) اثبات پذیری اول شرط از استفاده با (۶ . ۴) رابطه

T ⊢ ProvT
(
⌜Y (n+ 1)⌝

)
(٧ . ۴)

.ProvT(Y (z)) م نویسیم ProvT
(
sub(⌜Y (x)⌝, ż)

)
جای به سادگ برای بعد، به این ١از
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سازگاری به توجه با لذا Tم باشد. نظریه ناسازگاری به دلیل (٧ . ۴) رابطه با (۴ . ۴) رابطه مقایسه حال

این .T ⊬ Y (n) داریم n هر برای بنابراین، م شود. نتیجه تناقض راحت به قضیه) (فرض T نظریه

م کند. تمام را اثبات اول قسمت

.T ⊢ ¬Y (n) و باشد 1‐سازگار نظریه ی T که کنید فرض قضیه دوم قسمت اثبات برای

م دهیم: ادامه زیر صورت به را استدلال

T ⊢ ¬∀z [z > n→ ¬ProvT(Y (z))]

T ⊢ ∃z [z > n ∧ ProvT(Y (z))] (٨ . ۴)

فرمول پس است، 0∆‐فرمول ی <(ترتیب) رابطه و Σ1‐فرمول ی ProvT فرمول که آن جایی از

k عدد ،(١٣ . ۴ . ٣) قضیه طبق لذا، بود. خواهد Σ1‐فرمول ی T ⊢ ∃z [z > n ∧ ProvT(Y (z))]

که: دارد وجود چنان

T ⊢ k > n ∧ ProvT(Y (k))

T ⊢ ProvT(Y (k)) (٩ . ۴)

که: م دهد نتیجه (١۴ . ۴ . ٣) قضیه و 1‐سازگاری بنابراین،

T ⊢ (Y (k)) (١٠ . ۴)

بنابراین یافت. دست تناقض به م توان دوباره قضیه، اول قسمت اثبات روند کارگیری به با حال

.T ⊬ ¬(Y (n)) داریم n هر برای

استفاده اثبات این در اصلا اثبات پذیری (D3) و (D2) شرایط که م یابیم در دقت کم (با

⊠ م باشد). برقرار نیز استقرا بدون نظریه های از برخ برای حت نتیجه این لذا نشده اند،

به م توان «صدق» جای به «اثبات پذیری» از استفاده و یابلو جملات حسابی سازی با بنابراین،
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صورتبندی براساس شده ارایه جمله آن در که یافت، دست گودل ناتمامیت قضیه برای ر دی اثبات ی

شرایط اگر حال، این (با نم زند. حرف هیچ خودش اثبات پذیری مورد در و بوده یابلو پارادکس

معادل اند). جمله ای هر در اثبات پذیری طور به آنها همه ی باشند، برقرار (D1−D3) اثبات پذیری

یابلو جملات هم ارزی ٢ . ۴

داریم: را زیر لم و کرده١ تعریف (٢ . ۴) رابطه با را T‐اثبات پذیری در Y بودن معتبر ابتدا،

آنگاه باشد، m > n اگر ،n و m مانند عددی هر برای باشد، خوب نظریه ی T هرگاه .٢ . ١ . ۴ لم

.T+ YT(n) ⊢ YT(m)

داریم: (٢ . ۴) رابطه به توجه با است. اثبات قابل YT(x) ساختار از آسان به لم این برهان.

T ⊢ YT(n) ≡ ∀z
[
z > n→ ¬ProvT

(
YT(z)

)]
م دهد نتیجه ∀z

[
z > n→ ¬ProvT

(
YT(z)

)]
شرط m > n فرض از

⊠ .T ⊢ YT(n) −→ YT(m) پس .∀z
[
z > m→ ¬ProvT

(
YT(z)

)]
دنباله جمله ی هیچ که نم رسد نظر به اول نظر در ، اصل پارادکس در این که به توجه با حال، بهر

م رسد: ذهن به زیر واضح سوال مطلب این از باشد، داشته دربر لیست در را قبل اش جمله ی یابلو،

نتیجه م توان آیا باشد m > n اگر .n و m هر برای باشد، خوب 1‐سازگار نظریه ی T هرگاه

+T؟ YT(m) ⊬ YT(n) که گرفت

پسوندها از نامتناه دنباله ی باشد، خوب و 1‐سازگار ،T نظریه هرگاه که است معن بدین این

همان طور است. ضعیف تر ماقبل اش از کدام هر که ،T+YT(2),T+YT(1),T+YT(0) دارد: را

است. منف سوال این به پاسخ دید، خواهیم که

م کنیم. استفاده اندیس در ‘T’ از دارد وجود ابهام ان ام که متن هایی در ١فقط
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باشد، داشته را (D2) و (D1) اثبات پذیری شرایط و باشد خوب نظریه ی T هرگاه .٢ . ٢ . ۴ قضیه

آنگاه

.T ⊢ ∀x [Y (x)→ Con(T)]

م گیریم: نظر در (1 = 0) یعن تناقض نماد عنوان به را ‘ ⊥’ نماد برهان.

T ⊢ Y (x)→ Con(T) دلخواه x برای

١ گام ( کلاسی منطق (با

T ⊢⊥→ Y (x+ 1)

٢ گام ((D1) با ١ گام از )

T ⊢ ProvT
(
⌜⊥→ Y (x+ 1)⌝

)
٣ گام ((D2) از (مستقیماً

T ⊢ ProvT
(
⌜⊥→ Y (x+ 1)⌝

)
−→

[
ProvT(⌜⊥⌝)→ ProvT

(
⌜Y (x+ 1)⌝

)]
۴ گام (MP قاعده از استفاده با ٣ و ٢ گام های (از

T ⊢ ProvT(⌜⊥⌝)→ ProvT
(
⌜Y (x+ 1)⌝

)
۵ گام کردن) نقیض عکس با ۴ گام (از

T ⊢ ¬ProvT
(
⌜Y (x+ 1)⌝

)
→ ¬ProvT(⌜⊥⌝)

۶ گام (Con(T) تعریف با ۵ گام (از

T ⊢ ¬ProvT
(
⌜Y (x+ 1)⌝

)
→ Con(T)

٧ گام ((٢ . ۴) رابطه از استفاده با )

T ⊢ Y (x)→ ¬ProvT
(
⌜Y (x+ 1)⌝

)
٨ گام (٧ و ۶ گام های (از

T ⊢ Y (x)→ Con(T)

⊠

استفاده یابلو طوری دنباله مشخصه در ProvT محمول و باشد خوب T نظریه هرگاه .٢ . ٣ . ۴ قضیه
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آنگاه ارضا کند، را (D1−D3) اثبات پذیری شرایط که شود

.T ⊢ ∀x [Con(T)→ Y (x)]

برهان ی برای م کنیم. کار T نظریه در Con(T) برقراری فرض با کوتاه): (اثبات برهان.

حال م دهد. نتیجه را ∃u > x ProvT(Y (x)) که فرض کنیم، را ¬Y (x) همچنین غیرمستقیم،

(با بنابراین .ProvT [⌜∀y > u ¬ProvT(Y (y))⌝] داریم، (D2) با م دهیم. قرار ثابت ی را u

(٨ . ۴ . ٣) قضیه با نیست. چیزی اثباتِ این که م کند ثابت را نظریه ((D2) از دوباره استفاده

داریم T نظریه در گودل ناتمامیت دوم قضیه شده صوری با حقیقت، در .ProvT
(
Con(T)

)
داریم

داریم). نیاز را اثبات پذیری شرایط سه هر تمام بعدی قسمت (در .¬Con(T)

تعابیر و نموده بررس را (۵ . ۴ . ٣) حقیقت باید طولان تری، نسخه ارایه از قبل :( طولان (اثبات

نمود. استنباط مستقیماً دهیم شرح زیر در را حقیقت این که این از قبل را نوشت ها کوتاه به مربوط

به K٢ که حال در دارد بستگ اثبات پذیری دوم و اول شروط به K١ که م کنیم یادآوری همچنین

دارد. بستگ (D1−D3) یعن آنها سه هر

T ⊢ Con(T)→ Y (x) دلخواه x برای

١ گام ((٢ . ۴) رابطه با )

T ⊢ Y (x)→ ∀z [z > x→ ¬ProvT(Y (z))]

٢ گام (K٢ با ١ گام (از

T ⊢ ProvT
(
⌜Y (ẋ)⌝

)
→ ProvT

(
⌜∀z [z > ẋ→ ¬ProvT(Y (z))]⌝

)
٣ گام ( (حساب

T ⊢ ∀z [z > x→ ¬ProvT(Y (z))]→ ∀z [z > x+ 1→ ¬ProvT(Y (z))]

۴ گام ((٢ . ۴) رابطه با ٣ گام از )

T ⊢ ∀z [z > x→ ¬ProvT(Y (z))]→ Y (x+ 1)



۶٢ یابلو دنباله گودل سازی .۴ فصل

۵ گام (K٢ با ۴ گام (از

T ⊢ ProvT
(
⌜∀z [z > ẋ→ ¬ProvT(Y (z))]⌝

)
→ ProvT

[
⌜Y

(
ẋ+ 1)

)
⌝
]

۶ گام ( (حساب

T ⊢ ∀z [z > x→ ¬ProvT(Y (z))]→ ¬ProvT
(
Y (ẋ+ 1)

)
٧ گام (K١ با ۶ گام (از

T ⊢ ProvT{⌜∀z [z > ẋ→ ¬ProvT(Y (z))]⌝} →

ProvT
[
⌜¬ProvT

(
Y (ẋ+ 1)

)
⌝
]

٨ گام (٧ و ۵ گام های (منطق،

T ⊢ ProvT{⌜∀z [z > ẋ→ ¬ProvT(Y (z))]⌝} →

ProvT
[
⌜ProvT

(
Y (ẋ+ 1)

)
⌝
]
∧ ProvT

[
⌜¬ProvT

(
Y (ẋ+ 1)

)
⌝
]

٩ گام ((٧ . ۴ . ٣) قضیه با ٨ گام (از

T ⊢ ProvT{⌜∀z [z > ẋ→ ¬ProvT(Y (z))]⌝} → ¬Con(T)

١٠ گام (٩ و ٢ گام های (منطق،

T ⊢ Con(T)→ ¬ProvT
(
⌜Y (ẋ)⌝

)
١١ گام (١٠ گام (منطق،

T ⊢ Con(T)→ (∀z)¬ProvT
(
⌜Y (z)⌝

)
١٢ گام ((٢ . ۴) رابطه با و ١١ گام منطق، )

T ⊢ Con(T)→ Y (x)

⊠

م شود: استنباط زیر نتایج (٢ . ٣ . ۴) و (٢ . ٢ . ۴) قضایای از

آنگاه کند، صدق اثبات پذیری شرایط در و باشد خوب نظریه ی T اگر .۴ . ٢ . ۴ نتیجه

.T ⊢ ∀x, y [Y (x) ≡ Y (y)]

داریم: (٢ . ٣ . ۴) و (٢ . ٢ . ۴) قضایای از برهان.

T ⊢ ∀x [YT(x) ≡ Con(T)] (∗)
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کنیم؛ استفاده ‘y’ متغیر از اگر و

T ⊢ ∀y [YT(y) ≡ Con(T)] (⋆)

داریم: (⋆) و (∗) از

.T ⊢ ∀x, y [Y (x) ≡ Y (y)]

⊠

شرایط و بوده خوب نظریه ی T که زمان تا است. منف حدودی تا ما سوال جواب .۵ . ٢ . ۴ نکته

△ نیست. مهم باشد m > n که این و ،T+ YT(m) ⊢ YT(n) آنگاه شوند، ارضا اثبات پذیری

طور به سازگاری جمله با گودل جمله ،(٨ . ۴ . ٣) قضیه به توجه با که م کنیم یادآوری همچنین،

بنابراین: است. هم ارز اثبات پذیر

عددی هر برای آنگاه باشند، برقرار اثبات پذیری شرایط و باشد خوب نظریه ی T اگر .۶ . ٢ . ۴ نتیجه

.T ⊢ GT ≡ YT(n) داریم n مانند

داریم: (٢ . ٣ . ۴) و (٢ . ٢ . ۴) قضایای طبق برهان.

T ⊢ ∀x [YT(x) ≡ Con(T)]

داریم: نتیجه در

T ⊢ [YT(n) ≡ Con(T)]

داریم: (٨ . ۴ . ٣) قضیه دوم قسمت از

T ⊢ [GT ≡ Con(T)]
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داریم: نتیجه در

.T ⊢ [GT ≡ YT(n)]

⊠

یابلو وجودی پارادکس ٣ . ۴

(مراجعه نماییم (بیان) تعریف وجودی سور با اما مشابه، پارادکس ی م توانیم که م رسد نظر به

یرید: ب نظر در را زیر نامتناه دنباله .([٢١] به کنید

S0 = ‘∃x
(
P1(x) ∧ ¬Tr(x)

),
,

S1 = ‘∃x
(
P2(x) ∧ ¬Tr(x)

),
,

S2 = ‘∃x
(
P3(x) ∧ ¬Tr(x)

),
,

...

کنید فرض م شوند). تعبیر (۴۵ صفحه در (واقع اصل فرمول بندی همانند Piها که (جایی

م باشد. (غلط) نادرست که م گوییم، Sk لیست این در را بعدی جمله آنگاه، باشد. درست S0

خصوص، به .∀x > k Tr(Sx) داریم یعن باشیم. داشته را ∃ > k ¬Tr(Sk) که نیست چنین اما،

Sk از بعد نیز Sk+1 این اما است. موجود Sk+1 از بعد (غلط) نادرست جمله ی که م گوید Tr(Sk)

نادرست S0 بنابراین، است. تناقض ی که هستند. درست Sk از بعد جملات همه ی چون و است،

فوق استدلال دوم قسمت S0 برای فقط ما آنگاه، باشد. (غلط) نادرست S0 کنیم فرض حال است.

م کنیم. بررس را

چه نماییم جای گزین ProvT با را Tr پارادکس این شده حسابی در وقت م کنیم بررس اکنون

م افتد؟ اتفاق
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دهید قرار چنین

ψ(x, y) =def ∃z > x ¬ProvT
(
sub(y, ż)

)
(١١ . ۴)

که: طوری به است موجود E(x) مانند فرمول که م دانیم ψ فرمول روی قطری سازی با

T ⊢ E(x) ≡ ∃z > x ¬ProvT
(
sub(⌜E(x)⌝, ż)

)
(١٢ . ۴)

داریم، استاندارد n هر برای آنگاه باشد، خوب 1‐سازگار نظریه ی T اگر .٣ . ١ . ۴ قضیه

.T ⊬ ¬E(n)

آنگاه١: .T ⊢ ¬E(n) کنید فرض برهان.

T ⊢ ∀z > n ProvT(E(z)) (١٣ . ۴)

پس

T ⊢ ProvT(⌜E(n+ 1)⌝)

داریم: T نظریه 1‐سازگاری و (١۴ . ۴ . ٣) قضیه توسط

T ⊢ E(n+ 1)

که: است معن بدین این

T ⊢ ∃z > n+ 1 ¬ProvT(E(z))

است. ‘ProvT(sub(⌜E(x)⌝, z))’ نوشت کوتاه ‘ProvT(E(z))’١
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م کند: ایجاب (١٣ . ۴) رابطه اما

T ⊢ ∀z > n+ 1 ProvT(E(z))

⊠ است. تناقض در T نظریه سازگاری با و

م آوریم: بدست T ⊢ E(n) کردیم فرض که (خلف) فرض طبق علاوه، به

T ⊢ ∃z > n ¬ProvT(⌜E(z)⌝) (١۴ . ۴)

این بودن اثبات پذیر برای را استانداردی (مدرک) گواه ی بودن موجود که نم دهد اجازه این

مطمئن (فقط دهیم ادامه دلخواه ثابت ی با T نظریه درون را استدلال م توانیم کنیم. استنباط ادعا

نم کند): صدق استاندارد اعداد در فقط اصول هیچ معن که شوید

a > n ∧ ¬ProvT(⌜E(a)⌝)

است، افتاده اتفاق اصل برهان در که چیزی برخلاف است. شده متوقف (استدلال) بحث این جا اما

استدلال برای جایی ادعا، این برقراری برای حال، این با نم شود. شامل را E(a) ،(١۴ . ۴) رابطه

دارد. وجود ری دی ساده ی

.T ⊬ E(n) داریم n مانند عددی هر برای آنگاه باشد، خوب نظریه ی T هرگاه .٣ . ٢ . ۴ قضیه

پس کند ثابت را خاص چیز ی نم تواند که م کند T ثابت نظریه آنگاه ،T ⊢ E(n) اگر برهان.

خوبی نظریه ی T آنجایی که از اما م کند. ثابت را خودش سازگاری (٨ . ۴ . ٣) قضیه طبق بنابراین

⊠ تناقض. کند. ثابت را خود سازگاری نم تواند T نظریه گودل) ناتمامیت دوم قضیه (طبق است،

معادل اثبات پذیر به طور Y‐جملات تمام با E‐جملات همه ی آیا که بپرسیم م توانیم حال

است: مثبت سوال این به پاسخ هستند؟
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تمام کند، ارضا را اثبات پذیری شرایط و بوده خوب نظریه ی T هرگاه .٣ . ٣ . ۴ قضیه

داریم m,n هر برای یعن معادل اند. اثبات پذیر به طور T نظریه در E‐جملات

.T ⊢ E(n) ≡ E(m)

به چپ از م کنیم. ثابت Con(T) با جمله ای (چنین) هر بودن معادل اثبات پذیر به طور با برهان.

بیان را جمله ی از اثبات ناپذیری E(n) زیرا است واضح این ،E(n) → Con(T) داریم راست

.(٨ . ۴ . ٣ (قضیه م شود شامل را سازگاری (جمله) این و م کند،

بدست این از .¬E(n) و Con(T) کنیم فرض م کنیم. کار T نظریه درون چپ، به راست از

لذا .ProvT
(
⌜E(n+ 1)⌝

)
نتیجه در .∀z > n ProvT(⌜E(z)⌝) م آوریم

ProvT
(
⌜Con(T)⌝

)
(⋆)

را E(k) → Con(T) که نیست موجود k مانند عددی حاضر) حال (در زیرا م آوریم، بدست را

نتیجه شده) (صوری گودل ناتمامیت دوم قضیه اما کنیم. استدلال ProvT محمول از حوزه ای درون

به توجه با که ،¬ProvT
(
⌜Con(T)⌝

)
داریم لذا .Con(T) → ¬ProvT

(
⌜Con(T)⌝

)
که م دهد

⊠ م شود. تمام برهان و م دهد تناقض ی (⋆) با برهان اول قسمت

م شود: حاصل زیر نتیجه ارا آش فوق قضیه برهان روش از

معادل گودل جمله با و سازگاری جمله ی با اثبات پذیر به طور E‐جملات تمام .۴ . ٣ . ۴ نتیجه

شوند. ارضا اثبات پذیری شرایط و بوده خوب پس زمینه نظریه هرگاه هستند،

را سازگاری جمله با اثبات پذیر به طور E‐جملات بودن معادل (٣ . ٣ . ۴) قضیه برهان در برهان.

با سازگاری جمله بودن معادل نیز (٨ . ۴ . ٣) قضیه از .E(x) ≡ Con(T) داریم یعن کردیم ثابت

اثبات پذیر به طور E‐جملات بودن معادل نتیجه در .Con(T) ≡ GT یعن داریم، را گودل جمله

⊠ .E(x) ≡ GT یعن م آوریم بدست این دو از را گودل جمله با
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Abstract

Yabloo’s paradox is one of the most challenging topics that have recently at-
tracted philosophers, mathematicians and even computer scientists. In this para-
dox an infinite series of sentences that are not self-contradictory is introduced, in
such a way that a contradiction results from its existence; apparently the circu-
larity is avoided.

Kurt Gödel in his original papar, where he proved the incompleteness theorems,
pointed out that instead of the Liar paradox, any other paradox can be used.
Recently, several different proofs for the first and second incompleteness theorems
based on paradoxes such as Berry’s paradox and the Surprise Examination paradox
have appeared. In this thesis, the relation between Yablo’s paradox and Gödel
incompleteness theorem is investigated and some proofs are presented for Gödel’s
incompleteness theorem based on Yablo’s paradox.
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